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不确定离散广义系统的时滞相关非脆弱无源控制
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摘　要 : 针对不确定离散时滞广义系统 ,研究其时滞相关鲁棒严格无源、渐近稳定性以及相关的非脆弱控制问题.首

先利用线性矩阵不等式 (L MI)和自由权矩阵的概念 ,分析了离散广义系统时滞相关严格无源以及渐近稳定性的条

件 ;然后讨论不确定离散广义系统的时滞相关鲁棒严格无源和渐近稳定性 ,并讨论具有加性非脆弱反馈控制设计使

得闭环系统满足相应性能 ,同时给出控制器的构造方法 ;最后通过数值算例说明该方法的有效性.
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Abstract : For uncertain discrete2time singular systems , the problems of the delay2dependent robustly st rict passivity ,

asymptotical stability and correlative nonf ragile control are studied. By using linear matrix inequalities and int roducing

free weighting matrices , the condition for discrete2time singular systems to be delay2dependent st rictly passive and

asymptotically stable is analyzed. Then the delay2dependent robustly st rict passivity and the asymptotical stability for

uncertain discrete2time singular systems are discussed , and the feedback controller with additive form is designed ,

which makes the closed2loop systems meet the given performance , at the same time , the controller is p resented.

Finally , numerical example shows the effectiveness of the proposed criteria.
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1　引　　言
　　在实际工业控制中 ,由于不可避免地存在各种

误差或未建模动态 ,使得任何一个动态系统都带有

一些不确定因素 ,这些不确定因素对系统的稳定性

会产生极大的影响 ,甚至可使系统不稳定.同时 ,时

滞现象在工业控制系统中也大量存在 ,如通信、化工

过程、冶金过程、环境、电力系统等都是典型的时滞

系统[ 1 ] .不确定性和时滞的存在 ,造成了系统控制无

论在理论分析上还是工程实际中都有极大的困难.

因此 ,对不确定时滞系统的研究具有重要意义.

　　广义系统因能较好地描述系统物理特性而成为

描述与刻画许多实际系统的有力工具.另外 ,随着计

算机控制技术的发展 ,研究离散时滞广义系统具有

普遍性.

　　时滞系统的控制理论一般可分为时滞无关和时

滞相关的稳定控制.时滞无关稳定控制由于对任意

大的时滞系统都是稳定的 ,要求条件较强 ,较时滞相

关稳定控制保守性大.正常系统时滞相关分析取得

了许多重要成果[225 ] , 对连续广义系统也有一些研

究[6 ,7 ] ,而研究离散广义系统时滞相关稳定性的文

献则较少.文献[ 8 ]指出 , 现有的控制器设计方法在

控制器存在参数摄动时可导致闭环系统失稳.因此 ,

研究被控对象和控制器同时具有不确定性的控制 ,

即鲁棒非脆弱控制具有重要意义 ,而目前这方面的

文献较少[9 ] .

　　文献 [ 4 ,10 ]利用在 Leibniz2Newton 公式中增
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加自由权矩阵的方法分析了连续时滞系统的时滞相

关鲁棒稳定性 ,得到保守性较小的结论.本文则采用

在系统方程中增加权矩阵的方法研究离散广义系统

的渐近稳定性及严格无源性 ,分析离散广义系统的

时滞相关渐近稳定且无源的条件 ;讨论了不确定离

散广义系统的时滞相关鲁棒渐近稳定及无源性 ,同

时设计弹性控制器 ,对控制器增益具有加法式摄动

给出了问题有解的充分条件和控制器的设计方法 ,

其结果以线性矩阵不等式 (L MI) 形式给出 ;最后给

出算例 ,说明所提方法的有效性.

2　系统描述与预备知识
　　考虑如下不确定滞后离散广义系统 :

Ex ( k + 1) = ( A +ΔA ( k) ) x ( k) +

　　　　　　( A d +ΔA d ( k) ) x ( k - h) +

　　　　　　( B1 +ΔB1 ) u( k) + Bω( k) ,

z ( k) = Cx ( k) + Dω( k) ,

x ( k) =φ( k) , k ∈[ - �h ,0 ]. (1)

其中 : x ( k) ∈Rn 为状态向量 , u( k) ∈Rm 为控制输

入 ,ω( k) ∈R P 为干扰输入 , z ( k) ∈ R P 为输出 ; E ,

A , A d , B1 , B 为适当维数的常数矩阵 ,且 rank E = r

< n; h > 0为正整数 ,是系统的时滞变量 , h = h( k)

是未知但有界的函数 ,即满足 0 < h ≤�h , �h为已知正
整数 ;φ( k) 为初始向量函数 ;不确定矩阵ΔA ,ΔA d ,

ΔB1 具有下面的形式 :

[ΔA 　ΔA d 　ΔB1 ] = H1 F[ E1 　E2 　E3 ]. (2)

这里 : H1 , E1 , E2 , E3 是适当维数的常数矩阵 ;不确

定性 F满足

FT F ≤ I , Πk > 0 . (3)

满足式 (2) 和 (3) 的不确定性称为是容许的.

　　首先给出如下标称广义系统的有关定义 :

Ex ( k + 1) = A x ( k) + A d x ( k - h) + Bω( k) ,

z ( k) = Cx ( k) + Dω( k) . (4)

假设系统 (4) 满足相容初始条件的解存在且唯一.

　　定义 1　对于系统 (4) , 如果存在非负函数

V ( x ( k) ) ,使得无源不等式

ΔV = V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) ≤

z T ( k)ω( k) , Πk ≥0

对一切外部输入ω( k) ∈l2 [0 , ∞) 都成立 ,则称系统

(4) 是无源的.当不等式严格成立时 ,系统 (4) 称为

严格无源的.对不确定系统 (1) ,当 u( k) ≡0 时 ,若

无源不等式对于一切外部输入ω( k) ∈ l2 [0 , ∞) 及

所有容许的不确定性成立 ,则系统 (1) 称为鲁棒无

源的 ;若不等式严格成立 ,则系统 (1) 称为鲁棒严格

无源的.

　　引理 1[2 ] 　给定向量α∈ Rna ,β∈ Rnb , N ∈

Rna×nb ,则对于任意的 X ∈ Rna×na , Y ∈ Rna×nb , Z ∈

Rnb×nb , 如果
X Y

3 Y
≥0 ,则有

- 2αT Nβ≤
α

β

T X Y - N

3 Z

α

β
.

　　引理2[11 ] 　γ,Φ,Ψ,Ω, F为合适维数的矩阵 ,其

中 :Ω > 0 , FT F ≤ I ,则有 :

　　1) 存在常量ε> 0 ,使得

ΦFΨ + (ΦFΨ) T ≤ε- 1ΦΦT +εΨTΨ;

　　2) 对于任意常量ε> 0 ,当Ω -εΦΦT > 0时

(γ+ΦFΨ) TΩ- 1 (γ+ΦFΨ) ≤

γT (Ω -εΦΦT ) - 1γ+ε- 1ΨTΨ.

3　问题分析及主要结果
　　定理 1　给定 �h > 0 ,如果存在矩阵 P1 > 0 , Z

> 0 , Q > 0 ,以及矩阵 P2 , P3 , X1 , X2 , X3 , M1 , M2 ,

使得下列 L MI成立 :

Ω =

<11 <12 <13 P2 B - CT

3 <22 <23 P3 B

3 3 <33 0

3 3 3 - D - DT

< 0 , (5)

X1 X2 M1

3 X3 M2

3 3 Z

≥0 . (6)

其中

<11 = Q + P2 ( A - E) + ( A - E) T PT
2 +

M1 + M T
1 + �hX 1 ,

<12 = P1 - P2 E + ( A - E) T PT
3 +

M T
2 + �hX 2 ,

<13 = - M1 + P2 A d ,

<23 = - M2 + P3 A d , <33 = - Q ,

<22 = P1 - P3 E - ET PT
3 + �hZ + �hX 3 .

则时滞离散广义系统 (4) 是严格无源且渐近稳定

的.

　　证明 　引入变量 y ( k) ,并令

x ( k + 1) = x ( k) + y ( k) ,

则

x ( k) - x ( k - h) =

∑
k- 1

i = k- h

( x ( i + 1) - x ( i) ) = ∑
k- 1

i = k- h

y ( i) ,

Ex ( k + 1) = A x ( k) + A d x ( k - h) =

( A + A d ) x ( k) - A d ∑
k- 1

i = k- h

y ( i) + Bω( k) .

对任意权矩阵 P2 ∈Rn×n , P3 ∈Rn×n ,有

[ x T ( k) P2 + yT ( k) P3 ][ ( A +

A d - E) x ( k) - Ey ( k) -

809
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　　　　　A d ∑
k- 1

i = k- h

y ( i) + Bω( k) ] = 0 .

令ηT ( k) = [ x T ( k) 　yT ( k) ] , P = [ PT
2 　PT

3 ] ,并取

L yap unov2Krasovskii函数

V ( k) = x T ( k) P1 x ( k) +

∑
0

j = - h+1
∑
k- 1

i = k- 1 + j

y T ( i) Zy ( i) +

∑
k- 1

i = k- h

x T ( i) Qx ( i) ,

则

ΔV = V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) =

[ x ( k) + y ( k) ]T P1 [ x ( k) + y ( k) ] -

x T ( k) P1 x ( k) +

hy T ( k) Zy ( k) - ∑
k- 1

i = k- h

y T ( i) Zy ( i) -

x T ( k - h) Qx ( k - h) =

x T ( k) Qx ( k) + 2 x T ( k) P1 y ( k) -

∑
k- 1

i = k- h

y T ( i) Zy ( i) + yT ( k) ( P1 +

hZ) y ( k) - x T ( k - h) Qx ( k - h) +

2ηT ( k) PT [ ( A + A d - E) x ( k) -

Ey ( k) - A d ∑
k- 1

i = k- h

y ( i) + Bω( k) ] .

利用引理 1 ,有

- 2 ∑
k- 1

i = k- h

ηT ( k) PT A d y ( i) ≤

∑
k- 1

i = k- h

η( k)

y ( i)

T X M - PT A d

3 Z

η( k)

y ( i)
=

hηT ( k) Xη( k) + 2ηT ( k) ( M -

PT A d ) ∑
k- 1

i = k- h

y ( i) + ∑
k- 1

i = k- h

y T ( i) Zy ( i) ≤

�h[ x T ( k) 　yT ( k) ] X [ x T ( k) 　yT ( k) ]T +

2[ x T ( k) 　y T ( k) ] ( M - PT A d ) ( x ( k) -

x ( k - h) ) + ∑
k- 1

i = k- h

y T ( i) Zy ( i) .

其中 :矩阵 X , M , Z为满足下列不等式的任意适维

矩阵 :

X M

3 Z
≥0 .

　　令 X =
X1 X2

3 X3

, M =
M1

M2

,整理可得

ΔV - 2 z T ( k)ω( k) ≤ξT ( k)Ωξ( k) ,

其中

ξT ( k) = [ x T ( k) 　y T ( k) 　x T ( k - h) 　ωT ( k) ].

则当ω( k) = 0时 ,有ΔV ≤μT ( k)Ω1μ( k) .其中

Ω1 =

<11 <12 <13

3 <22 <23

3 3 <33

,

μT ( k) = [ x T ( k) 　yT ( k) 　x T ( k - h) ].

又当式 (5) 成立时 ,存在δ> 0 ,使得

Ω1 + diag{δI ,0 ,0} < 0 ,

则ΔV < -δ| x ( k) | 2 .根据L yap unov稳定性原理可

知系统 (4) 是渐近稳定的.同理 ,根据定义 1可知系

统 (4) 是严格无源的. □

　　下面考虑不确定时滞离散广义系统 (1) 当 u( k)

= 0时的鲁棒严格无源性及渐近稳定性.

　　定理 2　如果存在矩阵 P1 > 0 , Z > 0 , Q > 0 ,

常数ε> 0 ,以及矩阵 P2 , P3 , X1 , X2 , X3 , M1 , M2 ,使

得对于所有容许的不确定性满足式 (6) 和 (7) ,则标

称广义系统 (1) 对于任意0 < h ≤�h是鲁棒严格无源
且渐近稳定的.

Ω1 =

<11 <12 <13 P2 B - CT P2 H1

3 <22 <23 P3 B P3 H1

3 3 <33 0 0

3 3 3 - D - DT 0

3 3 3 3 -εI

< 0 .

(7)

其中

<11 = Q + P2 ( A - E) + ( A - E) T PT
2 +

M1 + M T
1 + �hX 1 +εE T

1 E1 ,

<12 = P1 - P2 E + ( A - E) T PT
3 + M T

2 + �hX 2 ,

<13 = - M1 + P2 A d +εE T
1 E2 ,

<22 = P1 - P3 E - ET PT
3 + �hZ + �hX 3 ,

<23 = - M2 + P3 A d , <33 = - Q +εE T
2 E2 .

　　定理 2的证明可根据定理 1 ,引理 2及 Schur补

引理容易得出 ,限于篇幅 ,在此从略.

4　控制器设计
　　考虑不确定时滞离散广义系统 (1) ,设计反馈

控制器 ,使得时滞离散广义系统对于所有容许的不

确定性是严格无源且渐近稳定的.设非脆弱状态反

馈控制律

u( k) = ( K +ΔK) x ( k) . (8)

其中 : K为控制器增益 ,ΔK为控制器增益变化 ,且

有ΔK = S1 F1 T1 , S1和 T1 为适当维数已知矩阵 , F1

为未知矩阵且满足 FT
1 F1 ≤ I.

　　首先考虑控制输入向量与状态向量维数相等 ,

即 m = n时的情形.由式 (8) 和 (1) 组成的闭环系统

为

Ex ( k + 1) =

A c x ( k) + A dc ( k) x ( k - h) + Bω( k) , (9)

909
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其中

A c = A K +ΔA K + ( B1 +ΔB1 )ΔK ,

A dc = A d +ΔA d , A K = A + B1 K ,

ΔA K =ΔA +ΔB1 K ,ΔA ( k) = H1 F�E1 ,

�E1 = E1 + E3 K.

　　根据定理 2可得如下定理 :

　　定理 3　如果存在矩阵 P1 > 0 , Z > 0 , Q > 0 ,

Ψ > 0 ,常数εi > 0 ( i = 1 ,2 , ⋯,6) ,η> 0以及矩阵

P2 , P3 , X1 , X2 , X3 , M1 , M2 ,使得对于所有容许的不

确定性满足式 (6) , (10) , (11) 以及

Θ =

Θ11 Θ12 Θ13

3 Θ22 0

3 3 Θ33

< 0 , (10)

ε5 I E3 S1

S T
1 ET

3 ε6 I
> 0 . (11)

其中

Θ11 =

<11 <12 <13 P2 B - CT

3 <22 <23 P3 B

3 3 <33 0

3 3 3 - D - DT

,

Θ12 =

P2 H1 P2 B1 ε3 P2 H1

P3 H1 P3 B1 0

0 ε1 ET
2 E3 0

0 0 0

→

　　　←

0 0

P3 B1 S1 ε5 P3 H1

0 00

0 0

,

Θ13 =

ε2 P2 B1 S1 0

0 0

0 0

0 0

,

Θ22 =

- ε1 I ε1 E3 0 0 0

3 - ηI 0 0 0

3 3 -ε3 I 0 0

3 3 3 -ε4 I 0

3 3 3 3 -ε5 I

,

Θ33 =
- ε2 I ε2 S T

1 ET
3

ε2 E3 S1 -ε3 I
,

<11 = Q + P2 ( A - E) + ( A - E) T PT
2 +

　　 M1 + M T
1 + �hX 1 +Ψ +ε- 1

1 ET
1 E1 +

　　(ε- 1
2 +ε4 +ε6 ) TT

1 T1 ,

<12 = P1 - P2 E + ( A - E) T PT
3 + M T

2 + �hX 2 ,

<13 = - M1 + P2 A d +εE T
1 E2 ,

<22 = P1 - P3 E - ET PT
3 + �hZ + �hX 3 ,

<23 = - M2 + P3 A d , <33 = - Q +εE T
2 E2 .

则不确定时滞离散广义系统 (1) 对于任意0 < h ≤�h
是鲁棒严格无源且渐近稳定的.此时 ,状态反馈控制

可取为

u( k) = ( K +ΔK) x ( k) ,

K =±(η- 1Ψ)
1
2 .

　　证明 　首先当ΔK = 0时 ,由定理2和引理2可

得 :如果存在矩阵 P1 > 0 , Z > 0 , Q > 0 ,常数ε1 >

0 ,η > 0以及矩阵 P2 , P3 , X1 , X2 , X3 , M1 , M2 ,使得

对于所有容许的不确定性满足式 (6) 和Ξ1 < 0 , 其

中

Ξ1 =

<11 <12 <13 P2 B - C

3 <22 <23 P3 B

3 3 <33 0

3 3 3 - D - DT

3 3 3 3
3 3 3 3

→

　　　←

P2 H1 P2 B1

P3 H1 P3 B1

0 ε1 ET
2 E3

0 0

-ε1 I ε1 E3

3 - ηI

,

<11 = Q + P2 ( A - E) + ( A - E) T PT
2 +

　　M1 + M T
1 + �hX 1 +ε- 1

1 ET
1 E1 +Ψ,

<12 = P1 - P2 E + ( A - E) T PT
3 + M T

2 + �hX 2 ,

<13 = - M1 + P2 A d +ε1 ET
1 E2 ,

<22 = P1 - P3 E - ET PT
3 + �hZ + �hX 3 ,

<23 = - M2 + P3 A d , <33 = - Q +ε1 ET
2 E2 .

利用Ξ1 < 0考虑存在ΔK的情形.此时矩阵Ξ1 的

<11 , <12 , <21 有增加项 ,利用下列不等式 :

P2 ( B1 +ΔB1 )ΔK + (ΔK) T ( B1 +ΔB1 ) T PT
2 ≤

ε2 P2 ( B1 +ΔB1 ) S1 S T
1 ( B1 +ΔB1 ) T PT

2 +ε- 1
2 TT

1 T1 ,

ε2 ( B1 +ΔB1 ) S1 S T
1 ( B1 +ΔB1 ) T ≤

B1 S1 (ε- 1
2 I -ε- 1

3 S T
1 ET

3 E3 S1 ) - 1 S T
1 B T

1 +ε3 H1 HT
1 ,

P3 ( B1 +ΔB1 )ΔK = P3 ( B1 + H1 FE3 ) S1 F1 T1 .

(12)

对式 (12) 再次利用引理2 ,最后利用 Schur补引理即

可证得定理 3 . □

　　当控制输入向量维数小于状态向量维数 ,即 m

< n时 ,考虑增加 n - m个虚拟输入 u m+1 , ⋯, un .令

�B 1 = [ B1 0 ⋯0 ]n×n , �u = [ u1 u2 ⋯ un ]T ,矩阵 S1 , T1

也相应增加维数.再令 �u ( k) = ( �K +Δ�K) x ( k) ,则类

似上述算法 ,将定理 3中 B1 换为 �B 1 ,可求得控制器

�K.实际控制中取所求控制器 �K的前 m 行即可.
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5　数值算例
　　给定不确定离散广义系统中各参数矩阵为

E =
0 1

0 1
, A =

6 - 7

1 5
, A d =

1 1

0 . 7 0 . 8
,

B1 =
10 - 6

8 - 5
, B =

0 . 2

0 . 1
, H1 =

0 . 01

0 . 01
,

S1 =
0 . 2

0 . 4
, C = [4　10 ] , D = 5 ,

E1 = [0 . 7　 - 0 . 01 ] , E2 = [0 . 2　0 . 3 ] ,

E3 = [0 . 5　3 ] , �h1 = 4 , T1 = [0 . 5　0 . 5 ].

根据定理 3 ,利用Matlab中 L MI工具箱可求得控制

律为

u( k) = ( K +ΔK) x ( k) ,

ΔK = S1 F1 T1 , FT
1 F1 ≤ I ,

其中

K =±
0 . 811 2 0

0 0 . 811 2
.

6　结 　　论
　　本文研究不确定离散时滞广义系统时滞相关鲁

棒严格无源 ,渐近稳定性以及相关的非脆弱控制问

题.首先利用线性矩阵不等式并引入自由权矩阵 ,分

析了离散广义系统时滞相关严格无源以及渐近稳定

性的条件 ;然后讨论了不确定离散广义系统的时滞

相关鲁棒严格无源及渐近稳定性 ;最后分别针对控

制输入向量维数等于和小于状态向量维数两种情

况 ,讨论了具有加性非脆弱反馈控制设计使得闭环

系统满足相应性能 ,同时给出了控制器的构造方法.
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