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两能级封闭量子系统任意量子态的最优制备
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摘　要 : 在分析单量子位的 Bloch球面表示的基础上 ,结合量子门实现量子态幺正演化的量子态调控机制 ,提出一

种针对两能级封闭量子系统任意量子态的最优制备策略.该策略首先建立两能级量子系统及其控制场的模型 ;然后

借助李群李代数 ,由经典最优控制的思想和约化动力学来获得最优控制 ,从而达到两能级封闭量子系统任意量子态

的最优制备 .理论分析与仿真实验表明了该策略的优越性.
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Abstract : Based on analyzing the presentation of the single quantum state on Bloch sphere , a st rategy of optimal

preparation of arbit rary quantum state of two2level closed quantum systems is proposed. With the help of quantum

mechanical logic gate , manipulation of quantum system is realized , on unitary2evolution. The models of two2level

quantum systems and it s control systems are set up . Then , by using the Lie group , and with classical control theory

and dynamics of quantum system , a st rategy of optimal preparation of arbit rary quantum state is developed. The

theoretical analysis and the simulation of the preparation show the advantage of the idea.
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1　引　　言
　　量子调控是一项针对量子系统 ,结合理论、表

征、结构设计与制备的综合性研究 ,是近年来的一个

研究热点.其应用正在深入各个领域 ,如化学家利用

原子态的量子效应 ,通过控制分子键的断裂改变反

应性质 ,使反应按预期方向发展 ;物理学家利用量子

理论对物质电磁性质进行更深入的了解 ;信息工程

专家利用量子态编码信息 ,以实现保密通信和并行

计算等.随着不同领域对量子效应的有效利用以及

大规模应用的需要 ,如何对量子态进行主动控制成

为一项难题 ,世界各国都期望把量子力学和自动控

制联系起来 ,结合微观量子系统的特性进行量子调

控 ,其目的是为了暂时或永久地改变物质状态 ,即控

制系统从观测的初始态在时间 T内达到目标态[1 ] .

　　量子最优控制是量子控制的重要方向之一 ,可

抽象为合适的函数空间上的极值求解问题.通常是

选择一个恰当的目标函数 ,通过求解目标函数的极

值来获得最优控制解.量子最优控制早在上世纪 80

年代就受到重视 , 1988 年普林斯顿大学的 Rabitz

等[2 ]对量子系统最优控制问题解的存在性、数学近

似处理方法和最优控制的应用等进行了论述 ,为量

子系统最优控制问题的研究奠定了基础.量子控制

中控制脉冲能量最小是一个常用的性能指标.时间

最优量子控制是为了在量子系统的相干性被破坏之

前对其施加有效控制[ 3 ] ,其基本思想是通过对被控

量子态的分时段操控 ,使被控量子态在最短的时间

内达到目标量子态.

　　量子比特系统如电子自旋、两能级原子系统是

量子信息的基本载体 ,其量子态最优控制的分析与

设计受到了重视[4 ] ,也被推广到 Liouville 空间用密

度算符表示的量子优化问题求解[5 ] .本文从控制论、

信息论和物理学的角度 ,针对核磁共振实验中的时
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变磁场作为控制场来控制自旋 1/ 2粒子的量子最优

控制问题 ,借助李群李代数 ,由经典最优控制的思想

和约化动力学来获得最优控制 ,并结合量子门来实

现任意量子态的最优制备.仿真结果显示 ,用该方法

制备的量子态具有速度快、逼真度高、控制脉冲能量

小等特点.

2　预备知识
2 . 1　量子位、量子门及其表示[6 ]

　　量子系统中 ,基本信息单元是量子位 ,又称量

子比特 (qubit) . 一个量子位就是一个双态量子系

统 ,定义在二维希尔伯特 ( Hilbert) 空间上.

　　一个任意量子位的纯态可表征为 |ψ〉= a | 0〉

+ b | 1〉, a和 b 是复数 ,但由于其模满足 | a | 2 +

| b | 2 = 1 ,其总位相是没有可观测物理效应的 ,可

略去 ,因而用一个实参数表示它们的相对位相即可.

当量子位处在 | ψ〉描述时 ,执行投影到基 { | 0〉,

| 1〉} 上的测量 ,将以概率 | a | 2 得到 | 0〉,以概率

| b | 2 得到 | 1〉,即测量后 |ψ〉就塌缩到其中一个基

态.

　　量子控制是对量子态进行一系列的幺正演化 ,

对量子位最基本的幺正操作称为量子门操作.

　　量子门操作可用对量子位的 Hilbert 空间基矢

的作用定义 ,如果一个幺正操作演化基矢态为 | 0〉

→| 0〉, | 1〉→e iωt | 1〉,该操作就是一个一位门.

　　若记基 | 0〉=
1

0
, | 1〉=

0

1
,该量子门操作

便可用一个幺正矩阵表示 ,即

P(θ) =
1 0

0 eiθ ,

其中θ=ωt .容易验证 P(θ) | 0〉= | 0〉, P(θ) | 1〉=

eiθ | 1〉, 其投影算子形式为 P(θ) = | 0〉〈0 | + eiθ

| 1〉〈1 | . 因该逻辑门操作改变了两个基态的相对

位相 ,故称为位相门或 P门.由于存在无穷多个 2 ×

2幺正矩阵 ,量子位门的种类是无限的.

2. 2　Bloch球面

　　Bloch球是在单位球面上对量子态的一种几何

表示 ,量子信息中普遍运用的单量子位操作都可在

Bloch球面上优美地表示出来.

　　任意单量子态都可写为[7 ]

| ψ〉= eiγ(cos
θ
2

| 0〉+ ei<sin
θ
2

| 1〉) .

其中 :θ, <,γ为实数 ,且 0 ≤θ≤π,0 ≤<≤2π,它们

共同定义了 3维单位球面上的一个点 ,这个球面即

为Bloch球面 ,如图 1所示.虽然γ是任意的 ,但因全

局相位因子 eiγ不具有可观测效应 ,所以可忽略相位

因子 eiγ ,这样可将 | ψ〉写为

|ψ〉= cos
θ
2

| 0〉+ ei<sin
θ
2

| 1〉.

其中 :角度θ,φ定义了 Bloch 球面的一个点 ;矢量

(cosφ sinθ, sinφ sinθ,cosθ) 称为 Bloch矢量.

图 1　Bloch球[ 8]

2 . 3　量子态的幺正演化

　　任意的 2 ×2幺正矩阵 U 可分解为[9 ]

U = eiα e - i
β
2 0

0 ei
β
2

cos
γ
2

sin
γ
2

- sin
γ
2

cos
γ
2

×

e - i
δ
2 0

0 ei
δ
2

,

其中α,β,γ,δ都是实数.上式右边第 1和第 3个矩阵

可理解为在不同平面内的旋转 ;而中间的矩阵则是

普通的旋转.于是 ,通过选用α,β,γ,δ的某些特殊值

可对任意单量子位门操作进行精确描述.在这种意

义下 ,任意单量子位幺正门可基于一个有限集合来

组成.设任意初态 x0 和任意终态 x∞分别为

x0 = ei y
cosθ

eiφsinθ
=

ei ( y+
φ
2 ) e - i

φ
2 0

0 ei
φ
2

cosθ

sinθ
,

x∞ = eiz
cos <

eiψsin <
=

e i ( z +
ψ
2 ) e - i

ψ
2 0

0 ei
ψ
2

cos <

sin <
,

其中 y , z是任意实数.为实现从 x0 到 x∞的转化 ,可

按下列步骤设计幺正变换 U :

　　1) 首 先 让 x0 通 过 门
ei
φ
2 0

0 e - i
φ
2

得 到

ei ( y+
φ
2 ) cosθ

sinθ
;

　　2) 然 后 通 过 门
cosγ sinγ

- sinγ cooγ
得 到

319
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ei ( y+
φ
2 ) cos (θ- γ)

sin (θ- γ)
, 令 γ = θ - <, 即 有

ei ( y+
φ
2 ) cos <

sin <
;

　　3) 再 通 过 门
e - i
ψ
2 0

0 ei
ψ
2

得 到

e - i ( y+
φ
2 ) e - i

ψ
2 co s <

ei
ψ
2 sin <

;

　　4) 最后调整一下相位 ,通过门 ei ( z +
ψ
2 - y -
φ
2 ) ,得到

ei ( z +
ψ
2 ) e - i

ψ
2 cos <

ei
ψ
2 sin <

.

　　于是得到的幺正门 U 为

U = ei ( z +
ψ
2 - y -
φ
2 ) e - i

ψ
2 0

0 ei
ψ
2

×

cosγ sinγ

- sinγ cosγ

ei
φ
2 0

0 e - i
φ
2

,

其中γ=θ- <.从而完成了任意初态 x0 到任意终态

x ∞的转换.

2 . 4　两个定理

　　为了论证的需要 ,不加证明地给出如下两个定

理.

　　定理 1　若 k = p + qn ( n = 1 ,2 , ⋯, + ∞) , p ,

q是常数 ,且记“[ ]”表示向下取整符 ,“{ }”表示向

下取整后余下的小数部分 ,则有 :

当{ p/ q} ≥0 . 5时 ,取 n = - [ p/ q] - 1 ,

可使 | k | 达到最小 ;

当{ p/ q} < 0 . 5时 ,取 n = - [ p/ q] ,

可使 | k | 达到最小.

　　定理 2　eA ×eB = eA +B ,当且仅当 A与B 对易.

3　两能级量子系统及控制场的建模
3 . 1　两能级量子系统模型[1 ]

　　两能级量子系统通常被认为是一种最简单的

非线性量子系统.如果一个量子系统存在一对能量

非常接近且与其他能级相差较大时 ,通常可将其近

似为一个两能级量子系统.尤其是在外界干扰对能

级的改变影响较小时 ,这种近似更接近实际.最优控

制操作不但可使系统的近似更加实际可行 ,而且还

能提高其作为信息载体处理量子信息的效率 ,较小

的控制有利于降低它对系统其他部分的干扰.

　　考虑一个两能级量子系统 , t 时刻的状态为

|ψ( t)〉,它的两个本征态分别为基态 | g〉和激发态

| e〉.根据态叠加原理 ,量子态 | ψ( t)〉可表示为态

| g〉和 | e〉的线性组合 ,即

|ψ( t)〉=α( t) | g〉+β( t) | e〉.

其中复数α( t) 和β( t) 满足 |α( t) | 2 +|β( t) | 2 = 1 .

　　对 t时刻的状态 |ψ( t)〉,可表示为幺正演化算

符 X ( t) 对初态 |ψ(0)〉的作用 ,即

|ψ( t)〉= X ( t) |ψ(0)〉.

结合薛定谔方程 ih- | ψ
·

( t)〉= H |ψ( t)〉,可得

ih- ÛX ( t) = H X ( t) , X (0) =
1 0

0 1
.

　　许多情况下 ,系统哈密顿量 H可表示为自由哈

密顿 H0和与外部控制场相互作用产生的哈密顿 H I

之和 ,即 H = H0 + H I .

　　对于一组实控制输入 uk ( t) 和厄米线性算符

H k ( k = 1 ,2 , ⋯, n) ,相互作用哈密顿可写为

H I ( t) = ∑
n

k = 1
Hk u k ( t) ,

从而可得

ih- ÛX ( t) = ( H0 + ∑
n

k = 1
H k u k ( t) ) X ( t) .

　　可见 ,在给定初始状态 |ψ(0)〉情况下 ,若确定

了演化算符 X ( t) ,便能确定 t时刻的量子态|ψ( t)〉,

因而问题便转化为求 X ( t) .考虑到仅仅相差相位因

子的两个态在物理上不可区分 ,可得到两能级量子

系统控制问题模型为

ÛX ( t) = A X ( t) + ∑
n

k = 1
B k X ( t) uk ( t) .

其中 :A , B k ( k = 1 ,2 , ⋯, n) 为斜厄米矩阵 , 即

A + = - A , B +
k = - B k , X ( t) < SU (2) . SU (2) 表示维

数为 2的特殊幺正矩阵构成的李群.

3 . 2　控制场模型

　　考虑核磁共振实验中用时变磁场来控制自旋

1/ 2粒子的量子最优控制问题. 其中 z 方向场分量

B z 保持恒定 ,自旋粒子通过 x , y 方向电磁场分量

u x ( t) , uy ( t) 改变自旋方向.

　　选择目标函数 J ( u) 为

J ( u) =
1
2∫

T

0
u2

x ( t) + u2
y ( t) d t.

根据量子力学知识可知 ,演化算符 U ( t) 遵循的方程

可写为

ÛU =
γB z

2
iσ3 U +
γ
2

iσ1 U u x +
γ
2

iσ2 U u y ,

其中 :γ为磁旋比 ;σ1 ,σ2 ,σ3 为 Pauli矩阵.令 a1 = a2

=γ/ 2 , a3 =γB z / 2 .简记 ux为 u1 , uy为 u2 ,则演化算

符 U ( t) 遵循的方程可写为

ÛU = ( a1 u1 iσ1 + a2 u2 iσ2 + a3 iσ3 ) U ,

其中 U (0) = I.

419
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4　任意量子态最优制备策略
4 . 1　约化动力学理论[10 ,11 ]

　　令 G为一个有限维李群 ,具有单位 E.定义李群

G上的李代数为 g .令{ x1 , x2 , ⋯, x n}为 g的一组基 ,

{ x1 , x2 , ⋯, x n} 为 g 3 上对应的对偶基 ,结构常数定

义为

[ x a , x b ] = ∑
n

d = 1
cd

ab x d ,

其中 a , b ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} .辨识 g 3 函数集上在 T 3 G

上赋予 g 具有 Lie2Poisson的右张集函数集给定为

{ F , G} ± (μ) =± ∑
n

a , b, d = 1
cd

abμd
5 F
5μa

5 G
5μb

,

其中μ = ∑
n

i = 1

μi x i .则 Lie2Poisson约化理论为 :

　　定理 3　令 G是一个李群 ,且令 H : T 3 G →R

是一个右张集哈密顿 ,令 h : g 3 →R是 H对 T 3
e G的

限制. 对于一个曲线 p ( t) ∈ T 3
U ( t) G, 令μ( t) =

( T 3
e R U ( t) ) ·p ( t) 是 g 3 上引出的曲线.假定 U ( t) 满

足微分方程 ÛU = Te R U
5 h
5μ,其中μ = p (0) ,那么 ,

μ( t) 满足 Lie2Poisson方程

ÛU = {μi , h} + = ∑
n

b , d = 1

cd
ibμd

5 h
5μb

. (1)

　　可以用 SU (2) 通过非衰减对〈α,β〉= t r (αξ3 )

来辨识 SU 3 (2) . 也很容易证实〈iσi , (iσj )
3〉 =

- δij / 2 , { (iσ1 ) 3 , (iσ2 ) 3 , (iσ3 ) 3 } 形成 SU 3 (2) 上对

应的对偶基. (±) Lie2Poisson括号在 SU 3 (2) 上给

定为

{ <,ψ} ± ( p) =± 5<
5 p1

, ⋯,
5<

5 pn
Γ

5ψ
5 p1

…

5ψ
5 pn

. (2)

第 ab个Γ矩阵输入由Γab = ∑
n

d = 1
Cd

ib p d 确定 ,其中

{ (iσ1 ) , (iσ2 ) , (iσ3 ) } 是 SU (2) 的基.从而有

Γ =

0 - p3 p2

p3 0 - p1

- p2 p1 0

.

很明显

ker (Γ) = span

p1

p2

p3

.

　　由此得出Casimir函数有形式Φ( p2
1 + p2

2 + p2
3 ) ,

其中Φ∈C1 ( R) .即 p2
1 + p2

2 + p2
3保持沿最优轨迹为

常数.

4 . 2　由约化动力学获得最优控制

　　控制场中的演化算符为

ÛU = ( a1 u1 iσ1 + a2 u2 iσ2 + a3 iσ3 ) U ,U (0) = I.

　　令哈密顿函数为

H = a1 p1 u1 + a2 p2 u2 + a3 p3 +
1
2

u2
1 +

1
2

u2
2 ,

则有

5 H
5 u1

= a1 p1 + u1 = 0 ,有 u 3
1 = - a1 p1 ;

5 H
5 u2

= a2 p2 + u2 = 0 ,有 u 3
2 = - a2 p2 .

从而可得到哈密顿量为

H 3 = -
1
2

( a2
1 p2

1 + a2
2 p2

2 ) + a3 p3 .

　　由定理 3知 ,约化动力学为

Ûp1

Ûp2

Ûp3

=

a2
2 p2 p3 - a3 p2

- a2
1 p1 p3 - a3 p1

( a2
1 - a2

2 ) p1 p2

.

由 a1 = a2 知 , p3 为常数 ,从而最优控制可写为

u 3
1 = - a1 l cos (ωt +α) ,

u 3
2 = - a2 lsin (ωt +α) .

这时的 U ( t) 可以解出为

U ( t) = e - (ωt +α) iσ3 e[ ( a3 +ω) iσ3 - la2
1 iσ1 ] t eαiσ3 .

由 U T < SU (2) 的 Cartan分解[12 ]知 ,存在实数θ,γ,

β,使得 U T = eθiσ3 eγiσ1 eβiσ3 .

　　将式 (1) 中 t取 T 后 ,对比式 (2) 可得
α =β,

ω = - a3 ,

T =
θ+β+ 4 mπ

a3
, m = 1 ,2 , ⋯, + ∞,

l = -
γ+ 4 nπ

a2
1 T

, n = 1 ,2 , ⋯, + ∞.

(3)

则最优控制量为

u3
1 = - a1 l cos (ωt +α) =

　　γ+ 4 nπ
a1 T

cos (β- a3 t) ,

u3
2 = - a2 l sin (ωt +α) =

　　
γ+ 4 nπ

a2 T
sin (β- a3 t) ,

而 　　　　J ( u1 , u2 ) =
(γ+ 4 nπ) 2

2 a2
1

.

　　可见 ,要使 J ( u1 , u2 ) 达到最小 ,还必须使 |γ+

4 nπ| 达到最小.由定理 1知

当{
γ
4π} ≥0 . 5时 ,取 n = - [

γ
4π] - 1 ,

可使 J 达到最小 ;

当{
γ
4π} < 0 . 5时 ,取 n = - [

γ
4π] ,

可使 J 达到最小.
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　　虽然该系统可驱动任意初态到达任意终态 ,但

由于式 (3) 对 T的限制 ,使系统只能在某些特定的

时间获得结果.

5　仿真研究
　　量子态最优制备的全过程可简单地描述如下 :

观察 →获得初态 (一般通过一次测量获得某个基态) →

最优控制过程 →相位门 P(β+
π
2 ) 操作 →目标态.

　　系统的频率ω0是人为给出的 ,也就是控制场的

频率.由 Tmin = 4π/ω0 可知 ,共振频率越大 ,控制时

间越短 ,即制备的时间也越短、越快.仿真程序中假

定ω0 = 6 ,于是得到如下仿真结果.

　　1) 在观察到初态为自旋向上时 | 0〉( ↑) ,制备

态 | 1〉( ↓) 的仿真结果如下 :

　　初态为 | 0〉,共振频率ω0 = 6 ,输入最优控制量

u = - 1 . 5 .获得终态为

( - 0 . 000 433 185 437 80 +

0 . 000 337 290 104 87i) | 0〉+

( - 0 . 000 706 346 257 64 -

0 . 996 746 454 956 57i) | 1〉.

　　制备过程在Bloch图上的显示如图 2 (a) 所示 ,

其概率幅的模平方变化曲线如图 2 ( b) 所示.

图 2　从 | 0〉到 | 1〉的仿真结果

　　2) 在观察到初态为自旋向上时 | 0〉( ↑) ,制备

态 0 . 6 | 0〉+ eiβ0 . 8 | 1〉的仿真结果如下 :

　　初态为 | 0〉,共振频率ω0 = 6 ,输入最优控制量

u = - 0 . 885 501 705 902 60 .获得终态为

(0 . 597 297 204 747 70 +

0 . 000 350 856 452 74i) | 0〉+

( - 0 . 000 775 738 118 40 -

0 . 797 040 400 088 30i) | 1〉.

　　制备过程在Bloch图上的显示如图 3 (a) 所示 ,

其概率幅的模平方变化曲线如图 3 ( b) 所示.

图 3　从 | 0〉到 0 . 6 | 0〉+ e iβ0. 8 | 1〉的仿真结果

6　结 　　论
　　本文给出了将观察后得到的自旋向上或自旋向

下的量子态 ,最优控制到任意指定的中间态 ,再通过

相位门 ,实现任意量子态的最优制备.控制输入量达

到最优 ,使性能指标达到最小.由于最优控制量的输

入与控制时间有关 ,控制时间可以很短 ,但在规定了

控制时间的情况下 ,最优控制量会随着控制时间的

缩短而变大.为减少退相干和环境的影响 ,控制时间

不应过大 ,表现出高速性.从实验结果来看 ,由于没

有考虑外部干扰因素 ,精度高达 99. 99 %.在 Block

球上仿真的优美弧线 ,也表明了该最优制备策略的

优越性.
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2007中国控制与决策学术年会在无锡召开

　　本刊讯　2007中国控制与决策学术年会 (19t h

CDC) ,于 7月 4日至 6日在江苏省无锡市召开。来

自国内部分高等院校和科研院所的 140多位代表参

加了本届年会。

7月 4日上午举行了大会开幕式。CDC年会程

序委员会主席王福利教授致开幕辞 ,江南大学校长

陈坚教授致欢迎辞 ,无锡市副市长张大良同志到会

讲话。中国航空学会自动控制分会等单位向大会发

来贺信。

大会开幕式后举行了大会学术报告会。本届年

会邀请了 5位著名学者作大会学术报告。大会报告

人和报告题目分别是 :东南大学冯纯伯院士 :应用无

源性分析研究动态系统的稳定性 ;中科院系统科学

与数学研究院程代展研究员 :多自主体的趋同 ;哈尔

滨工业大学孙立宁教授 :国家 863 计划“十一五”先

进制造技术领域战略研究报告 ;东北大学杨光红教

授 :容错线性控制系统的优化设计方法 ;江南大学丁

锋教授 :辅助模型辨识思想及其在系统与控制中的

应用。这些报告对当前前沿学科的一些热点问题进

行了阐述和评论 ,受到代表们的普遍欢迎。

会议分为 8个专题组进行学术交流。代表们分

别宣读了论文 ,并就共同关心的问题进行了广泛的

研讨。经过民主评议和投票 ,并经年会评优领导小组

审核 ,本届会议共评选出 11篇优秀学术论文。

年会期间发行了《2007中国控制与决策学术年

会论文集》,本年度论文集共收入各方面论文 297

篇。本会 2004～2006年会议论文集已进入 ISTP国

际检索系统 ,所有论文全部被检索。本年度论文集已

寄往美国 ,正在办理 ISTP检索手续。

7月 5日上午举行了大会闭幕式。第 20届 CDC

年会承办单位———鲁东大学的代表介绍了烟台地区

的情况 ,并邀请代表们参加明年的 CDC 年会。从

2008年起 ,CDC年会将由东北大学与国际学术组织

联合主办 ,会议论文集将进入 Ei国际检索系统。
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