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初态学习下的迭代学习控制
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摘  要: 提出一种新的初态学习律, 以放宽常规迭代学习控制方法的初始定位条件. 它允许一定的定位误差, 在迭

代中不需要定位在某一具体位置上, 使得学习控制系统具有鲁棒收敛性. 针对二阶 LTI 系统, 给出了输入学习律及

初态学习律的收敛性充分条件. 依据收敛性条件, 学习增益的选取需系统矩阵的估计值, 但在一定建模误差下, 仍

能保证算法的收敛性. 所提出的初态学习律本身及其收敛性条件均与输入矩阵无关.
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Abstra ct: By novel initial state learning, the assumpt ion on init ial reposit ioning is relaxed for the conventional iterat ive

learning control. It is usually assumed that at the beginning of each tr ial, the initial state is reset to the desired one

without r epositioning error s. The learning schemes under consider ation ar e of robust convergence, which allow initial

r epositioning errors and initial st ates not t o be specified positions. Sufficient conditions for the convergence are given

for the second2order LTI systems, by which learning gains can be chosen. The learning schemes can overcome

imper fect knowledge about syst em dynamics to achieve complete tr acking, though the initial state learning laws are

independent of t he input matrix.
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1  引   言

  迭代学习控制适于有限时间区间上作业的系

统,这类系统在实际中大量存在.迭代学习控制使得

跟踪性能会随迭代次数逐步改善,确定性干扰可以

得到完全补偿, 实现完全跟踪,因此,迭代学习控制

是一种精确控制技术[ 1] . 虽然迭代学习控制的性能

分析是建立在严格数学分析基础上的, 但却不需要

精确的数学模型. 因而, 它是简单实用的控制方法,

这也是它引起人们关注的主要原因.基于压缩映射

方法的迭代学习控制具有其独特的优点, 集中表现

在其收敛性条件的形式上. 与基于 Lyapunov 方法

的迭代学习控制不同, 这种形式的收敛性条件允许

较大的建模误差,甚至允许不断尝试来确定学习增

益.由此, 它被看作是不需要数学模型的控制方法.

原始提法中的初始定位条件十分严格, 在每次迭代

时,迭代初态需设定在期望初态上.这种严格定位实

际上是做不到的. 文献[ 2, 3]讨论了初始定位误差对

系统跟踪性能的影响. 通过鲁棒性分析知,跟踪误差

收敛到原点的某邻域内, 邻域半径正比于初始定位

误差的界.这样,欲提高跟踪性能只能寄希望于初始

定位精度.

  迭代学习控制具有重复运行特征, 初始定位条

件以及关于定位误差引起的鲁棒性问题是迭代学习

控制理论中的基本问题之一.文献[ 4, 5]讨论了初始

状态固定的初始定位条件,迭代初态可以不同于期

望初态,所提出的学习算法使得系统在重复作业方

式下输出误差渐近收敛到零,即实现渐近跟踪. 通常

的反馈控制技术不需要迭代,在解决跟踪问题时,也

可实现这种渐近性能. 因此,放宽初始定位条件且能

够实现完全跟踪是更有意义的. 在相同的初始定位

条件下,文献[ 628]提出的带初始修正的学习算法在

给定区间上实现了完全跟踪.
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  本文讨论初态学习下的迭代学习控制问题. 与

严格的初始定位条件相比较, 讨论松弛初始定位条

件是更为恰当的.除上述初态固定的情形外, 初态学

习也是一种松弛条件, 因为它不要求精确定位于期

望初态上.对于部分正则和相对阶为 1的完全非正

则系统, 文献[ 6, 9] 中的初始定位条件给出了两次

迭代中初始状态的相互关系.文献[ 10]形象地以初

态学习律的形式提出这种初始定位条件. 该初态学

习律有两点要求: 1) 输入矩阵精确已知; 2) 实际初

态不能任意设置, 需严格定位在由学习律确定的计

算值上.本文将提出新的初态学习律,它与输入矩阵

无关,收敛性条件也与该矩阵无关.在文献[ 6, 9, 10]

中,一旦给出输入学习律,初态学习律也就完全确定

了,这是导致严格定位的原因.而本文提出的初态学

习律中的学习增益与输入学习律中的学习增益可以

不同,采用这样的初态学习律允许初态在一定范围

内变动,从而保证了迭代学习算法关于初始定位误

差具有鲁棒收敛性.

2  问题的提出
  考虑 LTI 系统

Ûx = Ax + Bu, ( 1)

y = Cx , ( 2)

其中: x I Rn 为系统状态, u I R r 为系统的控制输

入, y I Rm 为系统输出. 一种精确控制技术是基于

系统逆的前馈控制. 对于系统 (1) , (2) , 其逆系统

为
[ 11]

u = ( CB)
- 1

CAx + ( CB)
- 1
Ûy,

x( t) = e
+t

x (0) + Q
t

0
[ e

+( t- s)
B( CB)

- 1
Ûy]ds, ( 3)

其中 + = A - B( CB)- 1 CA.这种控制技术可实现沿

整个作业区间上的完全跟踪, 只要: 1) 系统动态特

性精确已知, 即 A, B, C 已知; 2)Ûy 可精确量测;

3) x( 0) = xd (0) 可精确设置. 实际上,系统模型的不

确定性严重地影响系统逆方法的控制性能. 另外,Ûy

不可能在线精确量测, 该逆系统(3) 的非因果性也

制约了这种方法的控制性能. 迭代学习控制克服了

系统逆控制的这些缺陷. 假设系统在区间[0, T] 上

重复地完成作业,记 k为重复次数,对于给定的期望

轨迹 yd( t ) , t I [0, T ] ,学习控制的任务是设计控制

器使得当 k y ] 时, yk( t ) y yd ( t ) , t I [ 0, T ] .

  Arimoto提出了如下输入学习律[ 1] :

uk+ 1 = uk + #Ûek , ( 4)

其中 ek 是上一次运行时的输出误差. 在下一次运行

前,可离线计算(而不是在线测量) 得到Ûek ;然后按

照学习律计算 uk+ 1 , 从而回避了直接采用 Ûy 带来的

问题.由算法收敛性分析知,可选取 # = ( ĈB̂ )- 1 ,且

估计值 Ĉ和B̂允许较大的估计误差. 可以看出, 学习

控制基于近似的输入输出关系 u U ( CB )
- 1
Ûy.

  影响系统逆方法的控制性能的另一重要因素

是初始定位误差. 原始提法的迭代学习控制也存在

同样的问题,每次迭代时将系统初态严格设置在期

望初态上的要求是苛刻的. 初始定位是迭代学习控

制的基本问题之一, 解决这一问题对于增强其工程

适用性十分有意义. 本文提出初态学习下的迭代学

习控制方法,放宽了初始定位条件,即无需在迭代过

程中一律要求严格地将系统初态精确定位在某一具

体位置上.假设系统(1) , (2) 是一阶完全非正则的,

本文提出如下初态学习律:

xk+ 1(0) = x k(0) + Lek(0) , (5)

若

+ I - LC + < 1, (6)

则当 k y ] 时, xk(0) 收敛于 xd (0) .

  定义

L = {L | + I - LC + < 1},

X( xk( 0) , x d(0) ) =

{( I - LC) xk(0) + LCxd (0) | L I L}.

对于给定的 xk( 0) 和 xd( 0) , x k+ 1(0) 不要求设置在

某一精确位置上, 只要 xk+ 1(0) = X( xk(0) , xd( 0) ) ,

均可保证算法收敛性.但集合 X( xk(0) , xd( 0) ) 随着

xk( 0) 靠近xd (0)会逐渐收缩;当xk(0) = xd (0) 时,

X( xk( 0) , xd(0) ) = {xk(0) },即初态学习律( 5) 将变

成 xk+ 1(0) = x k( 0) ,它要求初态位置固定.因此,本

文提出的学习控制方法关于初始定位误差具有鲁棒

收敛性,即无需在迭代过程中一律要求严格地将系

统初态精确定位在某一具体位置上.

3  二阶线性系统的初态学习
  实际中存在高阶完全非正则系统, 可采用相对

阶描述
[ 6]

.为能清晰地阐明本文的学习控制方法,这

里讨论二阶线性系统

Ûx1 = A11x1 + A12x2 , (7)

Ûx2 = A21x1 + A22x2 + Bu , (8)

y = [ C  0] x. (9)

其中: x1 , x2 I R
n
, x = [ x

T
1 , x

T
2 ]

T
, u I R

n
, y I R

n
,

C I R
n@n

. 可以看出, 该系统是二阶完全非正则的,

上节给出的学习控制方法并不适用. 现在考虑输入

学习律

uk+ 1( t ) = uk( t ) + #&e k( t ) , (10)

和初态学习律

x1, k+ 1(0) = x1, k( 0) + L1ek(0) , (11)

x2, k+ 1(0) = x2, k( 0) + L2Ûek(0) , (12)

其中 ek = yd - yk .与一阶完全非正则情形相比较,

这里的初态学习律要求离线给出Ûek(0) .
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  引理 1  若

+ I - L1C + < 1, + I - L2C + < 1, (13)

则当 k y ] 时, 初态学习律 (11) 和 ( 12) 使得

lim
ky ]

x1, k(0) = x1, d (0) , lim
ky ]

x2, k(0) = x2, d (0) .

  证明  由初态学习律(11) 知

x1, d (0) - x1, k+ 1( 0) =

( I - L1C) ( x1, d( 0) - x1, k( 0) ) ,

同时,由初态学习律(12) 知

x2, d (0) - x2, k+ 1( 0) =

( I - L2C) ( x2, d( 0) - x2, k( 0) ) .

利用条件(13) , 易证得引理成立. t

  在进行具初态学习的迭代学习控制收敛性分

析之前,首先给出如下引理:

  引理 2
[ 6]

 设两实序列{ak}和{bk}满足

a k [ Qa k- 1 + bk, k = 1, 2, , .

若 0 [ Q< 1,且lim
k y ]

bk = b ] ,则

lim
k y ]

sup ak [
b]

1 - Q
.

  定理 1  对于系统(7) ~ (9) , 在输入学习律

(10) 和初态学习律(11) , (12) 的作用下, 若引理 1

中的条件成立, 且

+ I - CA 12B# + < 1, (14)

则当k y ] 时, yk( t) 在[0, T ] 上一致收敛于 yd ( t ) .

  证明  求解状态方程(7) , ( 8) , 并代入输入学

习律(10) ,则 x1, k+ 1 ( t) - x1, k( t ) 可写成

x1, k+ 1( t) - x1, k( t) =

e
A

11
t
[ x1, k+ 1( 0) - x1, k( 0) ] +

Q
t

0
e

A
11

( t- t
1

)
A12 {e

A
22

t
1 ( x2, k+ 1 (0) - x2, k(0) ) +

Q
t
1

0
e

A
22

( t
1

- t
2

)
[ A21 ( x1, k+ 1 ( t2 ) - x1, k( t 2) ) +

B#&ek( t2) ]dt 2}dt. (15)

利用分部积分可得

Q
t
1

0
e

A
22

( t
1

- t
2

)
B#&e k( t2) dt 2 =

B#Ûe k( t1) + A22 B#ek( t1) -

e
A

22
t
1 B#Ûek(0) -

eA
22

t
1 A22B#ek(0) +

Q
t
1

0
eA22( t1- t2) A2

22 B#e k( t2) dt2 . (16)

将式(16) 代入(15) ,有

x1, k+ 1 ( t) - x1, k( t ) =

e
A

11
t
[ x1, k+ 1(0) - x1, k(0) - A12 B#ek( 0) ] +

Q
t

0
eA

11
( t- t

1
) A12eA

22
t
1 [ x2, k+ 1( 0) - x2, k( 0) -

B#Ûe k(0) - A22 B#ek( 0) ]dt1 + A12B#ek( t) +

Q
t

0
eA

11
( t- t

1
) A22 {A22B#ek( t1 ) +

Q
t
1

0
eA

22
( t

1
- t

2
) A2

22B#ek( t 2)dt2 }dt 1 +

Q
t

0Q
t
1

0
eA

11
( t- t

1
) A12eA

22
( t

1
- t

2 ) A21 @

( x1, k+ 1( t 2) - x1, k( t2) )dt 2dt1 . (17)

将式(17) 代入其关系式 ek+ 1 = ek- C( x1, k+ 1- x1, k) ,

可得

ek+ 1 =

( I - CA1 2B#) ek - Ce
A

11
t
( L1 - A12 B#) ek(0) -

Q
t

0
CeA

11
( t- t

1
) A12 eA

22
t
1 [ ( L2 - B#)Ûek(0) -

A22 B#ek(0) ] dt1 -

Q
t

0
Ce

A
11

( t- t
1

)
A12 {A22B#ek( t 1) +

Q
t
1

0
e

A
22

( t
1

- t
2

)
A

2
22 B#ek( t2) dt 2}dt1 -

Q
t

0Q
t
1

0
Ce

A
11

( t- t
1

)
A12 e

A
22

( t
1

- t
2

)
@

A21 ( x1, k+ 1) ( t2 ) - x1, k( t 2) ) dt2 dt1 . (18)

上式中应用了初态学习律( 11) , (12) .记

Q= + I - CA 12B# + ,

a1 = + A11 + , a2 = + A22 + ,

c1 = + C + + L1 - A12B# + ,

c2 = + C + + A12 + max{ + L2 -

  B# + , + A22B# + },

c3 = + C + + A12A22 B# + ,

c4 = + C + + A12 + + A2
22 B# + ,

c5 = + C + + A12 + + A21 + .

  对式(18) 两端取 K范数(K> max{a 1 , a2 }) ,则

有

  + ek+ 1 + K [

  (Q+ c3
1 - e( a

1
- K) T

K- a1
+

  c4
1- e( a

1
- K) T

K- A1
1- e( a

2
- K) T

K- a2
) + ek + K+

  ( c1 + c2
1 - e( a

1
- K) T

K- a1
) + ek(0) + +

  c2
1- e( a

1
- K) T

K- a1
+Ûek( 0) + + c5

1 - e( a
1

- K) T

K- a1
@

  1 - e( a
2

- K) T

K- a2
+ x1, k+ 1 - x1, k + K. (19)

当 K足够大时, 1- c12 > 0. 由式(17) 知

+ x1, k+ 1 - x1, k + K [

1
1 - c12

( c6 + c7
1 - e( a

1
- K) T

K- a 1
) + ek(0) + +

1
1 - c12

c7
1- e( a

1
- K) T

K- a1
+Ûek(0) + +
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  1
1- c12

( c8 + c9
1- e( a

1
- K) T

K- a1
+

  c10
1 - e

( a
1

- K) T

K- a1

1 - e
( a

2
- K) T

K- a2 ) + ek + K. (20)

其中

c6 = + L1 - A12 B# + ,

c7 = + A12 + max{ + L2 - B# + , + A22B# + },

c8 = + A12B# + , c9 = + A12 + + A22B# + ,

c10 = + A12 + + A
2
22B# + , c11 = + A12 + + A21 + ,

c12 = c11
1 - e( a

1
- K) T

K- a1

1- e( a
2

- K) T

K- a2
.

将式(20) 代入(19) ,可得

+ ek+ 1 + K [

�Q+ ek + K+ c14 + ek(0) + + c15 +Ûek(0) + .

其中

c13 = c5
1 - e( a

1
- K) T

K- a1

1 - e( a
2

- K) T

K- a2
,

c14 = c1 + c2
1- e( a

1
- K) T

K- a1
+

  c13
1

1- c12
( c6 + c7

1 - e( a
1

- K) T

K- a1
) ,

c15 = c2
1 - e( a

1
- K) T

K- a1
+

  c13
1

1- c12
c7

1 - e
( a

1
- K) T

K- a 1
,

且

�Q= Q+ c3
1- e( a1- K) T

K- a1
+

  c4
1- e( a

1
- K) T

K- a1

1- e( a
2
- K) T

K- a2
+

  c13
1

1- c12
( c8 + c9

1 - e( a
1

- K) T

K- a1
+

  c10
1- e( a

1
- K) T

K- a1

1- e( a
2
- K) T

K- a2
) .

由引理1知, lim
k y ]

ek(0) = 0, lim
ky ]
Ûek(0) = 0.进一步, 由

条件( 14) 知Q< 1 .故存在足够大的 K使得�Q< 1. 再

利用引理 2即可证得该定理. t

  因 c12 = O( K
- 2

) , 故当 K足够大时, c12 < 1. 另

外, c13 = O(K
- 2

) .于是,当 K足够大时,�Q的定义中右

端第 4项也会变得足够小.定理 1中的条件(14) 要

求矩阵 CA12B非奇异. 当A12 = I 时, 要求 CB非奇

异,一般的机电系统属于这种情形.这时, x1 表示位

置向量, x2 表示速度向量.系统零速度起始时, 无需

初始速度学习, 仅学习初始位置即可. 初态学习律

(11) , (12) 的增益与矩阵 B 无关. 由引理 1可以看

出,其收敛性条件也与矩阵 B无关, 仅依赖于矩阵

C, 初态学习律同样具有鲁棒收敛性. 可见, 本文关

于二阶系统的结果具有较强的工程适用性, 所提出

的初态学习方法可推广到更一般情形的动态系统和

其他形式的学习算法, 如开闭环算法[ 12] .

4  仿真算例
  例 1  对于系统(1) , (2) , 其系统参数矩阵为

A =
0 1

- 2 - 3
, B =

1 0

1 1
, C =

1 0

0 2
,

期望轨迹为 y1, d = 12t2(1 - t ) , y2, d ( t) = 12t(1 -

t )
2
, t I [0, 1] . 容易计算出CB =

1 0

1 1
,可选取输

入学习增益为 # =
0. 9 0

- 0. 9 1. 1
.依据条件(6) ,初

态学习增益的选取与矩阵 B无关, 只需依矩阵 C给

出,这里选取初态学习增益分别为 L1 = 0. 5, L2 =

0. 3.置开始迭代时的初态 x1, 0 = 1, x2, 0 = 0. 75.仿

真结果如图 1 ~ 3所示.从图中可以看出,随着迭代

次数的增加, 跟踪误差在初态学习下呈收敛性状.

图 1 k = 0 次迭代的输出轨迹

图 2 k = 3 次迭代的输出轨迹

图 3  k = 14 次迭代的输出轨迹

  例 2  在仅有粘滞摩擦的假设下, 考虑一直流

电机控制系统

J&q + VÛq = u.

其中: q为角位移, u为电机转矩, J 为负载转动惯量,

V为粘滞摩擦系数. 具体参数为 J = 1. 2 kg # m2 , V

= 3 kg # m/ s .系统输出为角位移,给定在时间区间
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[0, 1] 上的期望轨迹为 yd( t ) = P
2

(6t5 - 15t4 +

10t3 ) rad. 假设该系统的初始角速度为零. 由定理 1

的收敛性充分条件知,需选取 0 < # < 2J ( = 2. 4) .

假设20% 的参数估计误差, 即Ĵ = 1. 44 kg# m2 . 这

样, 选取输入学习律的学习增益 # = Ĵ ( = 1. 44) , 该

增益的选取与 V无关.由引理 1知, 增益 L1 与系统

参数 J 和 V均无关, 且可取值(- 1, 1) .

  仿真中, 取L1 = 2RAND, RAND是区间(0, 1)

上均匀分布的随机数, 设置 q0(0) = 0. 2. 取性能评

价指标为 J k = max
t I [ 0, T]

| ek( t ) | rad. 仿真结果表明, 当

k = 8时, J k < 0. 001 rad,如图 4所示.在初态学习

下,本文的控制方法关于初始定位误差具有鲁棒收

敛性.

图 4  初态学习下的跟踪误差

5  结   语

  针对二阶线性系统, 本文提出了新的初态学习

下的学习控制方法, 证明了常规迭代学习控制中的

初始定位条件在初态学习下可以放宽. 所提出的学

习算法不要求严格的初始定位操作, 允许存在一定

的定位误差,这与常规控制方法在所有迭代中一律

定位在一具体位置上的初始条件不同. 初态学习保

证了学习控制系统关于初始定位的鲁棒收敛性. 给

出的输入学习律及初态学习律的收敛性充分条件可

用于确定学习增益.从学习律的构造和收敛性条件

可以看出, 本文的学习控制方法仍保持了常规迭代

学习控制设计不需要精确已知系统动态特性的优

点,而且与已有初态学习方法相比较,所提出的初态

学习律及其收敛性条件与输入矩阵无关, 故而回避

了要求精确已知输入矩阵的建模困难.
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