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二次型最优控制问题中的权矩阵与最优控制律

王 进 华
(福州大学 电气工程与自动化学院 , 福州 350008)

摘　要 : 二次型最优的权矩阵选择是一个包含大量经验与技巧的问题.对此 ,研究权矩阵与最优控制律的关系 :一个

最优控制律 ,其对应的性能指标 (权矩阵)是否唯一的问题.不论是单输入还是多输入情形 ,在系统能控性指数大于

2 ,对应权矩阵的对角线元素有 2个不为零的元素 ,且满足一定条件时 ,该性能指标对应的最优控制律 ,必有另一性能

指标与之对应.
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Abstract : The selection of weight matrices in linear quadratic optimal control needs a lot of experience and skills.

Therefore , a question relating to this selection is studied , which is whether the performance function (weight matrix)

of a optimal control law is unique. No matter in single input case or multi input case , many performance functions lead

to the same optimal control law when the controllable index of system is more than or equal to 2 and the diagonal

element s of the weight matrix relating to this control input have two no zero elements.
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1　引　　言
　　二次型最优问题的权矩阵选择始终是人们研究

的热点问题.虽然研究的角度和方法不同 ,但这些研

究都提出一个用来约束权矩阵的指标函数 ,将问题

相应转化为求二次型最优控制律 ,使得该约束权矩

阵的指标函数达到极值[125 ] .二次型最优的逆问题

是 :给定系统的一组期望闭环极点 ,求解二次型最优

的权矩阵及相应的最优反馈控制律 ,使得系统闭环

极点配置在期望的闭环极点上[6 ,7 ] .

　　对二次型最优问题 ,有一个熟知的结论 :若问题

有解 ,给定一个性能指标 (权矩阵) ,必有唯一的一个

最优控制律与之对应.但给定一个最优控制律 ,是否

其性能指标也唯一 ? 这个问题将会影响权矩阵选择

算法的收敛性.本文针对单输入和多输入两种情形 ,

对这一问题进行研究.

2　单输入情形
　　单输入的二次型最优问题可表述为 :设系统

Ûx = Ax + bu , (1)

求最优控制律 ,使得性能指标

J =∫
∞

0
( xT Qx + ru2 ) d t (2)

达到极小.其中 : x ∈Rn为状态变量 , u ∈R为控制输

入 , A为 n ×n系统阵 , b为 n ×1输入阵 , Q = QT ≥

0为 n ×n权矩阵 , r > 0为实数.为讨论方便 ,假定 :

　　1) r = 1 ;

　　2) 系统具有能控规范形 ,即

A =

0 1 0

… ω
0 0 1

- a0 - a1 ⋯ - an- 1

, b =

0

…

0

1

.

　　上述假定并不影响讨论问题的一般性.若假定

不成立 ,则可通过输入变换或状态变换化为能控规

范形.

　　系统 (1) 在性能指标 (2) 最优条件下的控制律

为
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u 3 = - kx = - b- 1 Px .

其中 P是如下 Riccati方程的唯一对称正定解 :

PA + AT P - PbbT P + Q = 0 ,

记 P = [ p1 　p2 　⋯　pn ].另外 ,假定 u 3
1 是对应于

权矩阵 Q1的最优控制律 ,相应的 Riccati方程解阵为

P1 ; u3
2 是对应于权矩阵 Q2 的最优控制律 ,相应的

Riccati方程解阵为 P2 ;则有如下结论 :

　　结论 1　u 3
1 = u 3

2 的充要条件是 p1
n = p2

n .

　　结论 2　若系统是一阶的 ,即 n = 1 ,则 u 3
1 =

u 3
2 的充要条件是 Q1 = Q2 .

　　上述两个结论都很容易验证 ,在此不作详细说

明.

　　引理 1　若
a c

c b
是正定阵 ,则存在适当的ε,

使得 n ×n方阵

E =

a 0 ε 0 ⋯ c

0 2ε 0 ε ω 0

ε 0 2ε 0 ω 0

0 ε 0 2ε ω 0

… ω ω ω ω 0

c 0 0 0 b

是正定阵.

　　证明 　对任意的 n维非零向量 x ,有

xT Ex = ( a -ε) x2
1 + 2cx 1 x n +

( b -ε) x2
n +ε( x1 + x3 ) 2 +

ε( x2 + x4 ) + ⋯+ε( x n- 3 + x n- 1 ) 2 .

显然 ,在引理 1 条件下 ,存在足够小的ε > 0 ,使得

xT Ex > 0 ,即 E正定. □

　　结论 3　对二阶以上系统 ,即 n ≥2 ,设 u 3 是对

应于权矩阵 Q ≥0的最优控制律 ,相应的 Riccati方

程解阵为 P.若矩阵 Q的对角线至少有两个不为零

的元素 ,即

Q =

3 ⋯ 3 3 0 ⋯ 0 3 ⋯
… ω … … … ω … …
3 ⋯ 3 3 0 ⋯ 0 3 ⋯
3 ⋯ 3 a 0 ⋯ 0 c ⋯

0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 ⋯

… ω … … … ω … …
0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 ⋯

3 ⋯ 3 c 0 ⋯ 0 b ⋯

… … … … … … ω

,

若 Q满足
a c

c b
是正定阵 ,且包含这两行两列的主

子式也大于零 (主子式的其余行列对应的对角线元

素也不为零) ,则存在另一个权矩阵 �Q ≥0 ,对应的

最优控制律也为 u 3 .

　　证明 　将对应于权矩阵 Q ≥0的 Riccati方程

按每一个元素写下来 ,可得

- 2 a0 p1 n - p2
1 n + q11 = 0 ;

p1 , j - 1 - aj - 1 p1 n - a0 p jn -

p1 n p jn + q1 j = 0 ,

j = 2 ,3 , ⋯, n;

p i , j - 1 - aj - 1 p in + pi- 1 , j -

ai- 1 p jn - p in p jn + qij = 0 ,

i , j = 2 ,3 , ⋯, n.

(3)

　　由最优控制律的性质 ,上式有解 P > 0 .因而存

在一个微小的增量阵ΔP ,使得 �P = P +ΔP > 0 .若

增量阵ΔP使得 �p n = pn ,且使得由 �PA + AT �P -

�Pbb T �P + �Q = 0解出的 �Q ≥0 ,则以权矩阵 �Q构成的
性能指标 ,其最优控制律与 u 3 相同.记ΔQ = �Q - Q ,

考虑到 �pn = pn ,由方程 (3) 可得
Δp1 , j - 1 +Δq1 j = 0 , j = 2 ,3 , ⋯, n;

Δpi , j - 1 +Δpi - 1 , j +Δqij = 0 ,

i , j = 2 ,3 , ⋯, n.

(4)

　　由式 (4) 可知 ,为保证 �pn = pn ,则 :1) p ij 变化 ,

将引起 qi , j +1 和 qi+1 , j 的变化 ;2) 要使 Q矩阵的对角

线元素 q ii 变化 ,则 qi - l , i+ l ( l = 1 ,2 , ⋯, i - 1) 中至少

有一个元素也会发生变化 ;3) p i- 1 , i 和 p i , i- 1 变化时 ,

qi+1 , i- 1 , qii 和 q i - 1 , i+1 将发生变化.

　　若权矩阵不为零的两个对角线元素是相邻的 ,

设相邻的两对角线元素为 qii 和 q i+1 , i+1 ,则取

�P = P +

ω
εii

ω
.

上式右边第 2项表示除了第 i行第 i列的元素为ε>

0 ,矩阵中的其他元素全为零.若 i ≠ n ,则对应的权

矩阵为

�Q = Q -

ω
0 ii ε

ε 0

ω

.

上式右边第 2项表示除了第 i行第 i - 1列的元素和

第 i - 1行第 i列的元素为ε,矩阵中的其他元素全为

零.因 P > 0 ,存在足够小的ε,使得 �P > 0 .由条件 :

包含这两行两列的主子式也大于零 (主子式的其余

行列对应的对角线元素也不为零) ,可得存在足够小

的ε,使得 �Q ≥0 .即对半正定阵 �Q ≥0 , �P ≥0是其对

应 Riccati方程的解阵 ,且有 �pn = pn ,由结论 1知 �u 3

= u3 .所以 ,此时权矩阵 �Q与权矩阵 Q的最优控制

律相同.

　　若权矩阵不为零的两个对角线元素不是相邻

的 ,设非零的两对角线元素为 qll 和 q kk ,则取
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�P = P -

ω
0 ll ε

ε 0 ω
ω ω ω

ω 0 ε

ε 0 kk

ω

.

因 P > 0 ,则存在足够小的ε,使得 �P > 0 .此时有

�Q = Q +

ω
0 ll 0 ε

0 2ε 0 ω
ε 0 2ε ω ω

ω ω ω ω ω
ω ω 2ε 0 ε

ω 0 2ε 0

ε 0 0 kk

ω

.

由条件 2) 和引理 1易知 ,存在适当的ε使得 �Q ≥0 .

即对半正定阵 �Q ≥0 , �P > 0是其对应 Riccati方程的

解阵 ,且有 �pn = pn ,由结论1知�u 3 = u 3 .所以 ,此时

权矩阵 �Q与权矩阵 Q的最优控制律相同. □

　　上述结论表明 ,对于大多数单输入系统而言 ,

不同的性能指标 ,可以有相同的最优控制律.

3　多输入情形
　　与单输入的二次型最优问题相似 ,多输入问题

可表述为 :设系统

Ûx = Ax + Bu , (5)

求最优控制律 ,使得性能指标

J =∫
∞

0
( xT Qx + uT Ru) d t (6)

达到极小.其中 : x ∈Rn为状态变量 , u ∈Rm为控制

输入 , A为 n ×n系统阵 , B为 n ×m输入阵 , Q = QT

≥0为 n×n权矩阵 , R > 0为 m ×m权矩阵.为讨论

方便 ,假定 :

　　1) R = I ;

　　2) m个输入是线性独立的 ;

　　3) 系统具有龙贝格能控规范形[8 ] .

　　大多数系统都满足假定 2) ,而其余两个假定若

不满足 ,可通过变换使之满足 ,因而上述假定并不影

响讨论问题的一般性.

　　系统 (5) 在性能指标 (6) 最优条件下的控制律

为 u3 = - Kx = - B- 1 Px ,其中 P是如下 Riccati方程

的唯一对称正定解 :

PA + AT P - PBB T P + Q = 0 .

　　记系统的能控性指数集为{ v1 　⋯　vm } ,根据

该能控性指数集 ,将 P矩阵按列记为

P = [ p11 　⋯　p1 v1 　| ⋯| 　pm1 　⋯　pmv m
] ,

则有如下结论 :

　　结论 4　若 u3
1 是对应于权矩阵 Q1 的最优控制

律 ,相应的 Riccati方程解阵为 P1 ; u3
2 是对应于权矩

阵 Q2 的最优控制律 ,相应的 Riccati方程解阵为 P2 ,

则 u3
1 = u3

2 的充要条件是 p1
iv i

= p2
iv i

, i = 1 ,2 , ⋯, m.

　　结论 5　若多输入系统的能控性指数集满足 vi

= 1 , i = 1 ,2 , ⋯, m ,则对任意的最优控制律 u3 ,有

唯一的权矩阵 Q与之对应.

　　结论 5叙述的情况 ,必然有 m = n ,而在实际系

统中几乎是不可能出现的.

　　按照能控性指数集 ,将权矩阵 Q进行分块 ,记为

Q =

Q11 ⋯ Q1 m

… …

Qm1 ⋯ Qmm

,

其中 Qii ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 为 v i ×vi 方阵.

　　结论 6　设 u3 是对应于权矩阵 Q ≥0的最优

控制律 ,相应的 Riccati方程解阵为 P.若矩阵 Q的分

块 Qii ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 中至少存在一个分块阵 ,有两

个不为零的对角线元素 ,且不为零的对角线元素及

相关元素满足
a c

c b
是正定阵 ,且包含这两行两列

的主子式也大于零 (主子式的其余行列对应的对角

线元素也不为零) ,则存在另一个权矩阵 �Q ≥0 ,对

应的最优控制律也为 u3 .

4　结 　　语
　　对于给定的系统和二次型性能指标 ,若问题有

解 ,则存在唯一的最优控制律.对此 ,本文分析了该

结论的反问题.针对单输入和多输入两种情形 ,讨论

了一个最优控制律所对应的二次型性能指标是否唯

一的问题.得到在一定的权矩阵结构条件下 ,其最优

控制律必定也是另外一个性能指标 (权矩阵)的最优

控制律.即对于大多数二次型最优控制问题 ,同样的

最优控制律会有不同的性能指标.
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