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摘　要 : 研究含无穷个子模型的混杂切换 Hamilton系统在 (任意)切换路径下的 H∞控制问题.对于系统存在外部干

扰的情况 ,利用耗散 Hamilton结构特性 ,给出系统在 (任意)切换路径下的 H∞控制器的设计方案 ;并将新结果用于

一般非线性混杂切换系统中 ,得到了该类系统的 H∞控制器.仿真例子验证了所得结果的正确性和实用性.
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Abstract : Based on the Hamiltonian st ructural properties , an H∞ control scheme is obtained for hybrid and switched

Hamiltonian systems with infinite subsystems under (arbit rary) switching paths. By utilizing the new result obtained ,

an H∞ controller is designed for ordinary nonlinear hybrid and switched systems under exterior interference. An

example with numerical simulations shows that the new controller obtained here is very effective.
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1　引　　言
　　广义 Hamilton 系统的 Hamilton 函数是系统

的总能量 ,在一定条件下可构成系统的 L yap unov

函数.因此 ,广义 Hamilton 系统已在众多的控制问

题中表现出明显的优越性 ,并得到了广泛应用[123 ] .

然而 ,对于许多实际问题 ,仅用单个 Hamilton 模型

难以获得更高的建模精度和控制性能 ,混杂

Hamilton系统已逐渐受到重视[4 ,5 ] ,近年来 ,切换系

统成为人们的研究热点之一[6212 ] .目前 ,对于含有限

个子模型的切换系统 ,已有许多重要研究成果[ 6210 ] .

其中 ,共同 L yap unov函数[6 ]和多重 L yap unov函数

法[8 ]已成为目前分析切换系统稳定性的两种主要工

具.

　　在实际工业过程中 ,由于系统本身固有属性以

及某些随机因素的影响 ,实际系统的某些参数会在

无穷多个变量间发生跳变.这类系统可由含无穷个

子模型的混杂切换系统来刻画.因而 ,研究无穷个子

模型的混杂切换系统 ,不但具有重要的理论意义 ,而

且还有较好的应用前景.然而 ,研究该类系统难度很

大 ,这是因为 ,从有限多个子系统推广至无限多个子

系统时 ,现有的研究方法已不再适用. 在文献 [11 ]

中 ,作者率先提出一类含无穷个子模型的混杂切换

Hamilton系统 ,并研究了该类混杂系统的稳定性.

据作者所知 ,目前还没有关于这类系统的 H∞控制

的研究结果.

　　本文基于文献[11 ]所得的稳定结果 ,研究含无

穷个子模型的混杂切换 Hamilton系统在 (任意) 切

换路径下的 H∞控制问题.首先针对系统有外部干

扰的情形 ,给出一种 H∞鲁棒控制方案 ;然后 ,将得

到的新结果运用到一般非线性混杂切换系统中 ,得

到了该类系统的 H∞控制器 ;最后 ,通过数值仿真验

证了所得结果的正确性和实用性.

2　预备知识
　　考虑如下带干扰的混杂切换 Hamilton系统 :

Ûx = [ J ( x ,λ( t) ) - R ( x ,λ( t) ) ] ý H ( x ,λ( t) ) +

　　g1 ( x ,λ( t) ) u + g2 ( x ,λ( t) )ω,

z = h( x ,λ( t) ) gT
1 ( x ,λ( t) ) ý H ( x ,λ( t) ) ,

λ( t) = cm ∈ K, t ∈[ tm , tm+1 ) , m = 0 ,1⋯.

(1)
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其中 : x ∈Rn是系统的状态 , u ∈Rm是输入 ,ω∈Rq

是外部干扰 ; J T ( x ,λ) = - J ( x ,λ) ∈Rn×n ,0 ≤R ( x ,

λ) ∈ Rn×n , g ( x ,λ) ∈ Rn×m ; H ( x ,λ) 是子系统的

Hamilton函数 (总能量) ,且满足 H ( x ,λ) > 0 ( Π0

≠x ∈Rn , Πλ∈K) , H (0 ,λ) = 0以及 ý H ( x ,λ) =

5 H ( x ,λ) / 5 x ( Πλ∈ K) ; g1 ( x ,λ) ∈ Rn×m , g2 ( x ,λ)

∈Rn×q ; z ∈Rs是罚信号 , h ( x ,λ) 是一权矩阵 ;λ( t) :

[ t0 , + ∞) → K Α R是分段常值函数 ,称为切换路

径 ,并且λ( t) = cm ∈K, m = 0 ,1 , ⋯表示第 cm个子

系统起作用 ; K是一有界闭集 , { tm } +∞
m = 0 是其切换时

间序列 ,且满足

t0 < t1 < ⋯ < tm < ⋯, m = 0 ,1 , ⋯; (2)

{ x m } +∞
m = 0 是相应于切换时间序列的切换状态序列.

　　为方便起见 ,令 Z+ : = { 0 ,1 , ⋯}表示非负整数

集 ;Λ: = { c0 , c1 , ⋯} 表示切换指标集 ; Tm : = [ tm ,

tm+1 ) ( m ∈Z+ ) 表示时间区间.不失一般性 ,本文假

定切换路径满足式 (2) 以及 :1) tm →+ ∞Ζ m →+

∞;2) 指标集Λ不是一单点集.

　　类似文献[12 ] ,给出如下假设 :

　　假设 1　对 Πc ∈K和 Π x , y ∈Rn , Hamilton

函数 H ( x , c) 满足 H ( x , c) > H ( y , c) Ζ ‖x‖P >

‖y‖P ,其中 ‖x‖P : = sup
‖x‖= 1

x T Px , P > 0为一正

定矩阵.

　　注 1　假设 1要求 H ( x , c) 的函数值随 x的 P

范数增加而增加.显然 ,这一假设对绝大多数的切换

Hamilton系统来说都能满足 ,因而是一合理假设.

　　在假设 1下 ,有如下结论 :

　　引理 1[11 ] 　在假设 1下 ,若 R ( x , c) > 0 , Πc ∈

K,则当 u ≡0和ω≡0时 ,系统 (1) 对于任意切换路

径λ( t) 都是全局渐近稳定的.

　　引理 2[11 ] 　在假设 1下 ,若系统 (1) 存在某个

常数 cl ∈K使得 R ( x , cl ) > 0 ,并且对于某一给定的

切换路径λ( t) ,存在一个切换时间子序列{ tmk
} ∞k = 0使

得λ( t) = cl , t ∈[ tmk
, tmk +1 ) ,则当 u ≡0和ω≡0时 ,

系统 (1) 在该路径λ( t) 下是全局渐近稳定的.

3　混杂切换 Hamilton系统的 H∞控制
　　本节研究系统 (1) 的 H∞控制问题.基于非线

性系统的 L 2 干扰抑制理论 ,设计系统 (1) 的一类

H∞鲁棒控制器.

　　设计目标是 :考虑系统 (1) .给定一干扰抑制水

平γ> 0和任一切换路径λ( t) ,设计一个反馈控制律

u = u( x ,λ( t) ) 使得 :

　　R1 : 对任意 cm ∈Λ,γ2耗散不等式
ÛH ( x ( t) , cm ) + Q( x ( t) , cm ) ≤

1
2

{γ2 ‖ω( t) ‖2 - ‖z‖2 } ,

Πω, t ∈ Tm , m ∈Z+ , (3)

沿着由系统 (1) 和 u = u( x ,λ( t) ) 构成的闭环系统

的所有轨线都成立 ,其中 , Q( x , c) ≥0 为一标量函

数 ;

　　R2 : 当无外部干扰 (ω≡0) 时 ,闭环系统渐近稳

定.

　　对于上述的控制设计 ,有如下结果 :

　　定理 1　在假设 1下 ,若给定一干扰抑制水平γ

> 0 ,对 Πc ∈ K满足

R ( x , c) +
1

2γ2 [ g1 ( x , c) gT
1 ( x , c) -

g2 ( x , c) gT
2 ( x , c) ] ≥0 ,

R ( x , c) + g1 ( x , c) [
1
2

hT ( x , c) h( x , c) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , c) > 0 ,

则在任意切换路径λ( t) 下 ,系统 (1) 满足 R1 和 R2

的 H∞鲁棒控制器可设计为 u = u( x ,λ( t) ) ,即

u( x , cm ) = - [
1
2

hT ( x , cm ) h( x , cm ) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) ,

t ∈ Tm , m = 0 ,1 , ⋯. (4)

其中 : Im 为 m ×m单位矩阵 , Q( x , cm ) 可取为

Q( x , cm ) = ý T H ( x , cm ) [ R ( x , cm ) +

1
2γ2 ( g1 ( x , cm ) gT

1 ( x , cm ) -

g2 ( x , cm ) gT
2 ( x , cm ) ) ] ý H ( x , cm ) ≥0 .

　　证明 　设λ( t) = cm ∈K, t ∈ Tm , m ∈Z+ 为

一任意切换路径.对于 cm ∈K,由式 (1) 和 (4) 可得

ÛH ( x ( t) , cm ) =

ý T H ( x , cm ) [ J ( x , cm ) -

R ( x , cm ) ] ý H ( x , cm ) +

ý T H ( x , cm ) g1 ( x , cm ) u +

ý T H ( x , cm ) g2 ( x , cm )ω =

- ý T H ( x , cm ) R ( x , cm ) ý H ( x , cm ) -

1
2γ2 ý T H ( x , cm ) g1 ( x , cm ) gT

1 ( x , cm ) ×

ý H ( x , cm ) +ωT gT
2 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) -

1
2

ý T H ( x , cm ) g1 ( x , cm ) hT ( x , cm ) ×

h( x , cm ) gT
1 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) =

- ý T H ( x , cm ) [ R ( x , cm ) -

1
2γ2 g2 ( x , cm ) gT

2 ( x , cm ) +

1
2γ2 g1 ( x , cm ) gT

1 ( x , cm ) ] ý H ( x , cm ) -
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　　 1
2γ2 ý T H ( x , cm ) g2 ( x , cm ) gT

2 ( x , cm ) ×

　　ý H ( x , cm ) +
1
2

ý T H ( x , cm ) g2 ( x , cm )ω+

　　 1
2
ωT gT

2 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) -

　　 1
2
‖γω‖2 +

1
2

(γ2 ‖ω‖2 - ‖z‖2 ) =

　　 - ý T H ( x , cm ) [ R ( x , cm ) -

　　 1
2γ2 g2 ( x , cm ) gT

2 ( x , cm ) +

　　 1
2γ2 g1 ( x , cm ) gT

1 ( x , cm ) ] ý H ( x , cm ) +

　　 1
2

(γ2 ‖ω‖2 - ‖z‖2 ) -
1
2
‖γω -

　　 1
γg T

2 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) ‖2 , t ∈ Tm .

由上式得

H ( x ( t) , cm ) + ý T H ( x , cm ) [ R ( x , cm ) +

1
2γ2 ( g1 ( x , cm ) gT

1 ( x , cm ) -

g2 ( x , cm ) gT
2 ( x , cm ) ) ] ý H ( x , cm ) =

1
2

(γ2 ‖ω‖2 - ‖z‖2 ) -
1
2
‖γω -

1
γg T

2 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) ‖2 ≤

1
2

(γ2 ‖ω‖2 - ‖z‖2 ) , t ∈ Tm .

故 R1满足.

　　当ω≡0时 ,闭环系统可表示为

Ûx = [ J ( x , cm ) - { R ( x , cm ) +

g1 ( x , cm ) ( 1
2

hT ( x , cm ) h( x , cm ) +

1
2γ2 Im) gT

1 ( x , cm ) } ] ý H ( x , cm ) , (5)

其中 : t ∈ Tm , cm ∈ K, m ∈ Z+ .因为假设 1对系统

(1) 成立 ,所以由系统 (5) 和引理 1知 ,当ω= 0时闭

环系统渐近稳定 ,即 R2也满足. □

　　定理 2　在假设 1下 ,若给定一干扰抑制水平γ

> 0 ,对 Πc ∈ K满足

R ( x , c) +
1

2γ2 [ g1 ( x , c) gT
1 ( x , c) -

g2 ( x , c) gT
2 ( x , c) ] ≥0 .

若系统 (1) 存在某个常数 cl ∈ K使得

R ( x , cl ) + g1 ( x , cl ) [
1
2

hT ( x , cl ) h( x , cl ) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , cl ) > 0 .

R ( x , ci ) + g1 ( x , ci ) [
1
2

hT ( x , ci ) h( x , ci ) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , ci ) ≥0 ,

Πci ≠cl ∈Λ, i , l ∈Z+

成立 ,并对某一给定的切换路径λ( t) ,存在一切换时

间子序列{ tmk
} ∞k = 0 使得λ( t) = cl , t ∈[ tmk

, tmk +1 ) ,则

系统 (1) 在该路径λ( t) 下满足 R1和 R2的鲁棒控制

器可设计为式 (4) .

　　证明 　类似于定理 1 ,由引理 2可得定理 2 . □

4　几个推论
　　考虑如下系统 :

Ûx = f ( x ,λ( t) ) + g1 ( x ,λ( t) ) u +

　　g2 ( x ,λ( t) )ω,

λ( t) = cm ∈ K, t ∈ Tm , m = 0 ,1 , ⋯.

(6)

其中 : x ∈Rn 是系统状态 , u是控制输入 ,ω∈Rs 是

外界干扰 ; f ( x ,λ) : Rn →Rn是连续向量场并且 f (0 ,

λ) = 0 , Πλ∈K,映射λ( t) :[ t0 , + ∞) → K是一分

段常值函数.

　　假设 2　系统 (6) 的每一子系统都存在一

L yap unov函数 V ( x , c) , Πc ∈ K,且对 Π x , y ∈Rn

满足 V ( x , c) > V ( y , c) Ζ ‖x‖P > ‖y‖P .

　　在假设 2下 ,为研究系统 (6) 的 H∞鲁棒控制 ,

取罚信号为

z = h( x ( t) , cm ) gT
1 ( x ( t) , cm ) ý V ( x ( t) , cm ) ,

其中 : t ∈ Tm , m = 0 ,1 , ⋯.

　　类似上一节 ,系统 (6) 的 H∞鲁棒控制可表述

如下 :

　　设计目标 :给定一干扰抑制水平γ > 0和任一

切换路径λ( t) ,设计一个反馈控制律 u = u( x ,λ( t) )

使得 :

　　R1′: 对任意 cm ∈Λ以及 Πω, t ∈Tm , m ∈Z+ ,

γ2耗散不等式
ÛV ( x ( t) , cm ) + Q( x ( t) , cm ) ≤

1
2

{γ2 ‖ω( t) ‖2 - ‖z ( x ( t) ) ‖2 } , (7)

沿着由系统 (6) 和 u = u( x ,λ( t) ) 构成的闭环系统

的所有轨线都成立 ,其中 Q( x , cm ) ≥0为一标量函

数 ;

　　R2′: 当无外部干扰 (ω = 0) 时 ,闭环系统渐近

稳定.

　　类似文献[11 ] ,由 Hamilton实现理论[2 ,3 ] 以及

第 3节的结果可得系统 (6) 的如下 H∞鲁棒控制结

果 (证明略) :

　　推论 1　在假设 1下 ,若给定一干扰抑制水平γ

> 0 ,对 Πc ∈ K满足 :
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　　1)
L f ( x , c) V ( x , c)

‖ý V ( x , c) ‖2 In +
1

2γ2 [ g2 ( x , c) gT
2 ( x , c) -

g1 ( x , c) gT
1 ( x , c) ] ≤0 ;

　　2) -
L f ( x , c) V ( x , c)

‖ý V ( x , c) ‖2 In + g1 ( x , c) ×

[
1
2

hT ( x , c) h( x , c) +
1

2γ2 Im ] gT
1 ( x , c) > 0 .

则在任意切换路径λ( t) 下 ,系统 (6) 满足 R1′和 R2′

的鲁棒控制器可设计为 u = u( x ,λ( t) ) ,即

u( x , cm ) =

- [
1
2

hT ( x , cm ) h( x , cm ) +
1

2γ2 Im ] ×

gT
1 ( x , cm ) ý V ( x , cm ) , t ∈ Tm , m ∈Z+ . (8)

其中 : Im 为 m ×m单位矩阵 , Q( x , cm ) 可取为

Q( x , cm ) =

- ý T V ( x , cm ) [
L f ( x , cm

) V ( x , cm )

‖ý V ( x , cm ) ‖2 In +

1
2γ2 ( g2 ( x , cm ) gT

2 ( x , cm ) -

g1 ( x , cm ) gT
1 ( x , cm ) ) ] ý V ( x , cm ) ≥0 .

　　推论 2　在假设 1下 ,若给定一干扰抑制水平γ

> 0 ,对 Πc ∈ K满足

L f ( x , c) V ( x , c)

‖ý V ( x , c) ‖2 In +
1

2γ2 [ g2 ( x , c) gT
2 ( x , c) -

g1 ( x , c) gT
1 ( x , c) ] ≤0 .

若系统 (1) 存在某个常数 cl ∈Q使得

-
L f ( x , c

l
) V ( x , cl )

‖ý V ( x , cl ) ‖2 In +

g1 ( x , cl ) [
1
2

hT ( x , cl ) h( x , cl ) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , cl ) > 0 ,

-
L f ( x , c

i
) V ( x , ci )

‖ý V ( x , ci ) ‖2 In +

g1 ( x , ci ) [
1
2

hT ( x , ci ) h( x , ci ) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , ci ) ≥0 ,

Πci ≠cl ∈Q , i , l ∈Z+ ,

并且对某一给定的切换路径λ( t) ,存在一切换时间

子序列{ tmk
} ∞k = 0 使得λ( t) = cl , t ∈[ tmk

, tmk +1 ) ,则系

统 (6) 在该路径λ( t) 下 ,满足 R1′和 R2′的鲁棒控制

器可设计为式 (8) .

5　数值仿真
　　考虑混杂切换 Hamilton系统

Ûx = [ J ( x ,λ) - R ( x ,λ) ] ý H ( x ,λ) +

　　g1 ( x ,λ) u + g2 ( x ,λ)ω, x (0) = x0 ,

z = h( x ,λ) gT
1 ( x ,λ) ý H ( x ,λ) ,

λ( t) = cm ∈ K, t ∈[ tm , tm+1 ) , m = 0 ,1 , ⋯. (9)

其中 : x = [ x1 , x2 , x3 ]T ∈R3 , u = [ u1 , u2 ]T ∈R2 ,

ω∈R2 ,并且

J ( x ,λ) =

0 λx 2
3 - 1 sin x2

2

1 - λx 2
3 0 - λx 1

- sin x2
2 λx 1 0

,

R ( x ,λ) =

0 . 5 + 2λ2 x2
2 0 0 . 5λx 2

0 0 . 4 + 5 x2
3 0

0 . 5λx 2 0 0 . 7

,

g1 ( x ,λ) =

0 0

0 λx 3

- λx 1 0

,

g2 ( x ,λ) =

λx 2 0

0 - 3 x3

1 0

,

h ( x ,λ) =

0 λ

- x1 0

0 x3

, K: = [0 . 2 ,4 . 2 ] ,

H ( x ,λ) =λ( x2
1 +

1
2

x2
2 + 3 x2

3 ) .

　　容易验证系统 (9) 对假设 1成立 ,并且对任意 c

∈ K以及任意干扰抑制水平γ ≥1/ 2 ,易验证

R ( x , c) +
1

2γ2 [ g1 ( x , c) gT
1 ( x , c) -

g2 ( x , c) gT
2 ( x , c) ] ≥0 ,

R ( x , c) + g1 ( x , c) [
1
2

hT ( x , c) h( x , c) +

1
2γ2 Im ] gT

1 ( x , c) > 0 .

即系统 (9) 满足定理 1的所有条件.由定理 1知 ,系

统 (9) 在任意切换路径λ( t) 下的 H∞鲁棒控制器可

设计为 u( t) = u( x ,λ( t) ) ,其中

u( x , cm ) =

- [
1
2

hT ( x , cm ) h( x , cm ) +

1
2γ2 I2 ] gT

1 ( x , cm ) ý H ( x , cm ) ,

t ∈ Tm , cm ∈ K, m = 0 ,1 , ⋯. (10)

　　为验证上述鲁棒控制器的有效性 ,下面给出数

值仿真. 取干扰抑制水平γ = 1 ,初始值 x (0) =

[0 . 1 , - 0 . 3 , - 0 . 1 ]T 以及如下两个不同的切换路

径 :

λ1 ( t) = cm = 0 . 2 + 4 ×rand , t ∈[ tm , tm+1 ) ,

tm+1 - tm = 0 . 01 , m = 0 ,1 , ⋯;

λ2 ( t) = cm = 0 . 2 + 4 ×rand , t ∈[ tm , tm+1 ) ,
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tm+1 - tm = 0 . 1 ×rand , m = 0 ,1 , ⋯;

其中 0 < rand < 1 为一随机数. 分别在时间区间

[0 . 8 s～1 . 2s ]和[2 . 8 s～ 3. 2s ]上加外部干扰ω=

[4 ,4 ]T .仿真结果如图 1和图 2所示 ,它们分别是系

统 (9) 在两个不同切换路径λ1 ( t) 和λ2 ( t) 下的状态

x的响应曲线.

图 1　在路径λ1 下的状态 x曲线

图 2　在路径λ2 下的状态 x曲线

　　从图 1和图 2可以看出 ,在切换路径λ1 ( t) 和

λ2 ( t) 下 ,闭环系统很快收敛到零平衡点.由此可知 ,

鲁棒控制器 (10) 可以很好地镇定系统 (9) . 仿真结

果验证了定理 1的正确性和有效性.

6　结 　　论
　　本文研究含有无穷多个子模型的混杂切换

Hami l ton系统在 (任意) 切换路径下的控制设计问

题 ,设计了一种 H∞鲁棒控制方案.将得到的结果运

用到一般非线性混杂切换系统中 ,设计了相应的鲁

棒控制器.数值仿真验证了本文结果的正确性和有

效性.
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