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层次结构综合评判中各种递结算子保序性研究
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摘　要 : 针对综合评判方法中常用的层次分析法 ,在分析常见逆序问题的基础上 ,提出层次分析法的递结算子的概

念 ,给出满足严格保序性的 5个基本条件.对常见递结算子 (权重综合评判算子)的保序性进行研究 ,并证明加权乘积

法是符合所有 5种保序条件的算子 ,为综合评价方法中递结算子的合理选择提供了依据.
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Abstract : For studying the inversed2order problem of the analytic hierarchy process ( A HP) commonly used , the

definition of a functional operator and five essential keep2order requirement s are presented. Furthermore , keep2order

characteristics of f requently used functional operators (weighted operators for synthesizing judgments) is researched.

It is proved that weighted product technique is one that meet s all five keep2order requirement s. The research supplies

references for the selection of functional operators in synthesizing judgments.
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1　引　　言
　　在城镇土地利用防灾适宜性的评价中 ,以层次

分析法为代表的权重综合评判方法应用很广泛.评

价因素通常需考虑各种灾害场地破坏效应因素对土

地利用的影响 ,本质上是对一个城市所有可利用地

块进行适宜性排序 ,对保序性有很高的要求.因此 ,

对通常所采用的各种递结算子的保序性进行评价分

析十分必要 ,对具体工程应用具有重要意义.

2　问题的提出
　　层次分析法 (A HP)是美国运筹学家 Saaty[1 ]于

20世纪 70年代中期创立的一种定性与定量分析相

结合的多目标决策方法 ,属综合评判范畴.该方法的

特点是通过模型使人的思维层次化、数量化 ,把一个

复杂战略 (或系统)的决策问题 ,分解为决策目标、制

约因素、对策等具体因素 ,并将这些因素按其内在联

系和制约关系归结为不同的层次 ;然后构造一个各

因素之间相互联结的层次结构模型 ;再通过对各个

层次的因素按相对重要性构造判断矩阵 ,经排序运

算确定每一层次各因素的相对重要性权重系数 ,直

至计算出各种对策或各项措施 (策略)的相对权重系

数 ,并按权重系数大小排序 ,从而为决策提供依据.

　　在层次分析法的应用中 ,保序和逆序问题引起

了许多学者的注意并对其加以改进研究 ,主要可分

为标度系统和递结算子两个方面.要想从根本上解

决逆序问题 ,需从递结算子的合理选择方面着手.有

学者在标度系统改进研究中指出 ,指数型标度系统

保序性更好一些[2 ,3 ] ,这是因为指数型标度系统更

接近于加权乘积法 ,而从后面的分析中可知 ,在常规

的综合评价算法中加权乘积法的保序性最好.
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　　层次分析法的应用可分为两方面 :一方面是相

对测度排序问题 ,另一方面是绝对测度评价问题.从

本质上讲 ,传统层次分析法是一种“加权和”类型的

权重综合评判方法 ,反映给定层次结构各因素的综

合 (平均)影响 ,因此它只能给出相对排序 ,而不能反

映评价指标的绝对量度 ,这是由加权平均本质所决

定的.尽管很多学者包括 Saaty[224 ]都提出了许多改

进的相对测度逆序 ,并进行了绝对测度适用性的研

究 ,但都没有很好地解决该问题.

　　文献[5 ]给出了层次分析法应用中相对测度和

绝对测度的两个典型逆序问题例子 ,反映了传统层

次分析法的局限性 ,很多学者也对此进行了研究分

析.综合来看 ,“加权和”类型的权重综合评判方法得

到的多组评价结果 ,实际上属于多个评价结果集合 ,

各集合之间从数学原理上讲应不具有可比性 ,在实

际应用中往往把多个结果集合混在一起进行排序 ,

这是发生逆序问题的根本原因.通过以下一个仅有

两个因素的简单评价问题便可看清问题的本质 :

　　设有两个因素 A 1 和 A 2 ,其权重分别为 w1 和

w2 ,有两个方案 V 1 和 V 2 ,其因素评价值分别为 a11 ,

a12 和 a21 , a22 ,相应评价值为 v1 = w1 a11 + w2 a12 , v2

= w1 a21 + w2 a22 .不失一般性 ,设 v1 > v2 .下面研究

当某一个因素值变化同样比例时 ,在什么情况下可

能发生逆序.

　　为了说明问题 ,不妨设 a11 < a21 ,则 a12 > a22 .

当某一个因素值变化同样比例 k时 ,新的评价值变

为 v′1 = w1 ka11 + w2 a12 , v′2 = w1 ka21 + w2 a22 .经过

简单推导可知 ,当满足 k >
v1 - v2

w1 ( a21 - a11 )
+ 1时 , v′1

< v′2 ,逆序就发生了.由此可知 ,对于各有优势的两

个方案 ,当其中一个因素发生同比例变化时 ,逆序就

可能发生 ,在很多情况下这是评价者难以接受的.

　　从本质上讲 ,层次分析法这种“加权和”类型的

权重综合评判方法得出的评价指标不是绝对测度指

标 ,相互之间的可比性在一定条件下才能满足 ,即一

个权重体系仅适合于特定方案 (对象) 集合的评价.

因此 ,仅通过改善标度体系结构是不能完全排除逆

序问题的.模糊综合评判法、灰色聚类法、多属性决

策方法、运筹学线性规划方法等权重综合评判类数

学方法[628 ] 都属于权重综合评判范畴. 对比这些数

学方法 ,还提出了很多类似的权重综合评判算子 ,常

用的有极大极小法 ,极大极大法 ,最大优属度偏差

法 ,最小优属度偏差法 ,相对比值法 ,加权和法 ,加权

乘积法等.另外还有一些从这些计算方法中派生出

来的改进方法 ,但本质上没有很大差异.通常把这些

计算方法称为权重综合评判算子或权重综合评判函

数.在层次分析法中也可引进这些权重综合评判算

子 ,不妨称它们为递结算子.要改进层次分析法的保

序问题 ,实际上就是要采用满足保序要求的递结算

子 ,这是改进层次分析法保序性的根本出路.

　　定义 1　递结算子 :递结层次关系中属性值向

上传递的计算方法或函数.

　　递结算子可用函数 f ( X) 表示 ,权重为 W =

( w1 , w2 , ⋯, w n) ,各属性评定值为 X = ( x1 , x2 , ⋯,

x n) .

　　本文将以层次分析法为例说明权重综合评判

算子的保序性 ,其他类别的权重综合评判方法可按

照本文的思路得到类似的结果.

3　递结算子的保序条件和保序性
3 . 1　递结算子保序条件

　　通过递结算子的提出 ,将对层次分析法保序性

评价变为对递结算子的评价.根据不同问题对层次

分析法的一致性、保序性等要求的不同 ,提出以下满

足绝对测度保序性的评价标准 :

　　1) 相容性 ,即各因素之间相互独立 ,存在 g ,满

足

f ( X) = f ( x1 , x2 , ⋯, x n) =

g ( x1 ) g ( x2 ) ⋯g ( x n) ; (1)

　　2) 因子一致性 ,即当所有因子属性值相同时 ,

计算结果也是该数值 ,即

f ( x , x , ⋯, x) = x ; (2)

　　3) 等比例性

f ( kX ) = f ( kx 1 , kx 2 , ⋯, kx n) = kf ( X) ; (3)

　　4) 等幂性

f ( X k ) = f ( x k
1 , x k

2 , ⋯, x k
n) = f k ( X) ; (4)

　　5) 因子等比例性 ,对 Πi , k > 0 ,有

f ( x
(1)
1 , x

(1)
2 , ⋯, kx

(1)
i , ⋯, x

(1)
n )

f ( x
(2)
1 , x

(2)
2 , ⋯, kx

(2)
i , ⋯, x

(2)
n )

=

f ( x
(1)
1 , x

(1)
2 , ⋯, x

(1)
i , ⋯, x

(1)
n )

f ( x
(2)
1 , x

(2)
2 , ⋯, x

(2)
i , ⋯, x

(2)
n )

. (5)

　　在研究层次分析法的改进方面 ,许多学者提出

了与其研究相应的评价标准[4 ,5 ,9 ,10 ] ,这些评价指标

主要集中在 2) 和 3) 两个方面的评价研究 ,大都将

等比例性作为评价层次分析法保序性的主要标准 ,

实际上仅满足这两个条件还不能保证层次分析法的

严格保序性.当然 ,不同的实际问题对保序性的要求

不一样 ,因此 ,可根据需要选择具有不同保序特点的

递结算子.

3 . 2　不同递结算子的保序性

　　常见的递结算子的保序性对比如表 1所示.从

中可以看出 ,加权乘积法是唯一满足全部要求的方

法 .采用加权乘积法可很好地解决前面的3个逆序

478



第 8 期 马东辉等 :层次结构综合评判中各种递结算子保序性研究 　 　 　

表 1　几种常见权重综合方法的对比

算子名称 计算公式 相容性 一致性
等比
例性
等幂性
因子等
比例性

特 　　点

极大极小法 max
1≤i≤n( min

1≤j≤n
( aw jij ) ) × 3 √ √ ×

可使最小的目标相对优属度
达到最大 ,保守

极大极大法 max
1≤i≤n( max

1≤j≤n
( aw jij ) ) × 3 √ √ ×

可使最大的目标相对优属度
达到最大 ,冒险

最大优属度
偏差法 ( ∑

n

j = 1
( w j ( aij - min

1≤i , j≤n
( aij ) ) )

α

)
1/α

× √ √ × × 距离最差理想方案越远越优

最小优属度
偏差法 ( ∑

n

j = 1
( w j ( max

1≤i , j≤n
( aij ) - aij ) )

α

)
1/α

× √ √ × × 距离最好理想方案越近越优

相对比值法 综合上面两个方法 × √ √ × ×
距离最好理想方案越近且距离
最差理想方案越远越优

加权和法 ∑
n

i = 1
w i x i × √ √ × × 加权平均

加权乘积法 ∏
n

i =1
x wii √ √ √ √ √ 指数权重形式

　　注 : 3 表示在一定条件下满足.

问题.这对于绝对测度的决策问题、群决策问题 ,特

别是防灾工程中的多途径综合评定问题具有重要意

义.

4　加权乘积法保序性证明
　 有的文献对采用加权乘积算子的层次分析法的

保序性进行了研究和评价 ,但由于忽略了本文前面

所述的保序性条件 4) 和 5) ,使得整个证明过程存在

一定的不严密性[5 ,11 ] .下面证明加权乘积算子是唯

一满足所有保序条件的递结算子.

　　Aczel和 Alsina[11 ] 在研究各类数学方法中的类

似权重综合评价函数时证明了定理 1 ,本文在其基

础上继续进行上述保序条件的证明.

　　定理 1　在所有连续性的权重综合评价函数

中 ,满足式 (2) 因子一致性和式 (3) 等比例性的只有

加权和法

f ( x1 , x2 , ⋯, x n) =

γ
w 1 x
γ
1 + w2 x

γ
2 + ⋯+ w n x

γ
n ,γ > 0

以及加权积法 f ( x1 , x2 , ⋯, x n) = x w11 x w22 ⋯x w nn .

　　针对本文给出的保序条件 ,提出并证明以下定

理 :

　　定理 2　在所有连续且不恒为 0的函数中 ,满

足上述 5个保序条件的只有加权积法.

　　证明 　加权积法满足式 (1) ～ (5) 是显而易见

的 ,不再进行验证. 下面从式 (5) 证明唯一性. 为了

证明的方便 ,不失一般性 ,可假设所有的属性值全部

大于 0 .

　　采用数学归纳法 ,首先证明当 n = 1时结论正

确.由已知条件可知 ,对于 k > 0 , x
(1)
1 > 0 , x

(2)
1 > 0 ,

有

f ( kx
(1)
1 )

f ( kx
(2)
1 )

=
f ( x

(1)
1 )

f ( x
(2)
1 )

.

　　不妨设 f (1) ≠0 ,令 x
(2)
1 ≡1 , k > 0 , x

(1)
1 > 0 ,

则有

f ( kx
(1)
1 ) =

f ( k) f ( x
(1)
1 )

f ( x
(2)
1 )

=
f ( k) f ( x

(1)
1 )

f (1)
.

因此 ,对任意 x > 0 ,对任一正整数 p ,有

f ( x p ) = f (1) ( f ( x)
f (1) )

p

.

令 x p = z ,得

f ( z) = f (1) ( f ( z1/ p )
f (1) )

p

,

有

f ( z1/ p ) = f (1) ( f ( z)
f (1) )

1/ p

.

故对一切正有理数 p/ q均有

f ( x p/ q) = f (1) ( f ( x1/ q)
f (1) )

p

= f (1) ( f ( x)
f (1) )

p/ q

.

因 f 是连续函数 ,故对α > 0 , x > 0 ,有

f ( x
α) = f (1) ( f ( x)

f (1) )
α

.

不妨设 x = eα ,则有

f ( x) = f (1) ( f (e)
f (1) )
α

= f (1) ( f (e)
f (1) )

ln x

=

f (1) xln ( f (e)
f (1) ) = A x w ,

A = f (1) , w = ln ( f (e)
f (1) ) .

　　由于函数应满足因子一致性即式 (2) ,有 f ( x)

= x ,得到 A = 1 , w = 1 ,说明该方法可能是加权积

法或加权和法.

　　在此需要说明的是 ,对于该证明问题 ,还应从

证明 n = 2时成立说明加权积法的唯一性 ,排除加

权和法.有的文献对类似问题仅证明 n = 1成立 ,使

得归纳法证明的第 1 步就存在问题 ,从而得出了不

恰当的结论.

578
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　　由已知条件可知 ,对于 k > 0 ,有

f ( kx 1 , x2 )
f ( ky 1 , y2 )

=
f ( x1 , x2 )
f ( y1 , y2 )

.

不妨设 f (1 ,1) ≠0 ,则有

f ( kx 1 , x2 ) = f ( k ,1)
f ( x1 , x2 )

f (1 ,1)
.

因此 ,对任一正整数 p ,有

f ( x p
1 , x2 ) = f (1 , x2 ) ( f ( x1 , x2 )

f (1 , x2 ) )
p

.

变形得

f ( x1 , x2 ) = f (1 , x2 ) ( f ( x1/ p
1 , x2 )

f (1 , x2 ) )
p

,

有

f ( x1/ p
1 , x2 ) = f (1 , x2 ) ( f ( x1 , x2 )

f (1 , x2 ) )
1/ p

.

故对一切正有理数 p/ q均有

f ( x p/ q
1 , x2 ) = f (1 , x2 ) ( f ( x1/ q

1 , x2 )
f (1 , x2 ) )

p

=

f (1 , x2 ) ( f ( x1 , x2 )
f (1 , x2 ) )

p/ q

.

因 f 是连续函数 ,故对α > 0 ,有

f ( x
α
1 , x2 ) = f (1 , x2 ) ( f ( x1 , x2 )

f (1 , x2 ) )
α

.

不妨设 x1 = eα , x2 = eβ ,则有

f ( x1 , x2 ) = f (1 , x2 ) ( f (e , x2 )
f (1 , x2 ) )

α
=

f (1 , x2 ) ( f (e , x2 )
f (1 , x2 ) )

ln x1 =

f (1 , x2 ) xln (
f (e , x2 )

f (1 , x2 ) )
1 .

　　由已知条件可知 ,
f (e ,1)
f (1 ,1)

=
f (e , x2 )
f (1 , x2 )

.同样可

得

f (1 , x2 ) = f (1 ,1) ( f (1 ,e)
f (1 ,1) )

β
=

f (1 ,1) ( f (1 ,e)
f (1 ,1) )

ln x2 = f (1 ,1) xln (
f (1 ,e)
f (1 ,1) )

2 .

不妨设 w1 =
f (e ,1)
f (1 ,1)

, w2 =
f (1 ,e)
f (1 ,1)

, A 2 = f (1 ,1) ,

则有

f ( x1 , x2 ) = A 2 x w11 x w22 .

　　由于该函数应满足因子一致性即式 (2) ,有 A 2

= 1 , w1 + w2 = 1 .

　　假设 n时结论正确 ,证明 n + 1时的情况.

　　为书写简单 ,设两个向量 X和 Y分别为

X n+1 = ( x1 , x2 , ⋯, x n+1 ) ,

Y n+1 = ( y1 , y2 , ⋯, y n+1 ) ,

Kn+1 = (1 ,1 , ⋯, k , ⋯,1 ,1

n+1个

) ,

对于 k > 0 ,设 Kn X n = ( x1 , x2 , ⋯, kx m , ⋯, x n) ,则

有归纳假设条件

f ( Kn X n)
f ( Kn Y n)

=
f ( X n)
f ( Y n)

,

f ( X n) = ∏
n

i = 1

x w ii ,∑
n

i = 1

w i = 1 ,

且

w i = ln
f (1 , ⋯,1 ,

i- 1个

e ,1 , ⋯,1

n- i个

)
f (U)

.

　　按照以上类似的推导 ,有

f ( X n+1 ) = f ( X n , x n+1 ) = f ( X n ,1) x
ln (

f ( X n ,e)

f ( X n ,1) )
n+1 .

取 U = (1 ,1 , ⋯,1)

n个

,不妨设 f (U ,1) ≠0 ,则有

f (U ,e)
f (U ,1)

=
f ( X n ,e)
f ( X n ,1)

,

取

w n+1 = ln ( f (U , e)
f (U ,1) ) .

　　求 f ( X n ,1) 实际上已转化为 n时的情形 ,故可

利用归纳假设条件 ,有

f ( X n ,1) = A n+1 ∏
n

i = 1
x w ii ,

w i = ln
f (1 , ⋯,1

i- 1个

,e ,1 , ⋯,1

n- i+1个

)
f (U ,1)

,

A n+1 = f (U ,1) ,

则有

f ( X n+1 ) = A n+1 ∏
n

i +1

x w ii ,

w i = ln
f (1 , ⋯,1

i- 1个

,e ,1 , ⋯,1

n- i+1个

)
f (U ,1)

,

A n+1 = f (U ,1) .

　　由于该函数应满足因子一致性即式 (2) , 有

A n+1 = 1 ,∑
n+1

i = 1
w i = 1 , 于是定理得证. □

5　结 　　语
　　层次分析法属于权重综合评判范畴 ,对于土地

利用评价中需针对大规模数量的对象进行评价的问

题 ,其保序性尤显重要.保序性不仅是指因子一致性

和等比例性 ,因子等比例性更是其重要条件.对于绝

对测度问题 ,选择合适的权重综合算子 (函数)是保

证保序性的根本途径.经证明 ,加权积法是能满足各

种保序条件的综合评判算子.

　　通过证明可知 ,加权积法是唯一满足所有保序

条件的递结算子.从证明过程来看 ,该结论对于模糊

综合评判等其他类别数学方法的权重综合评判算子

的选择也具有指导意义.
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