
© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 22卷 第 8期
Vol. 22 No. 8

控　制　与　决　策
Cont rol and Decision

2007年 8月
　Aug. 2007

收稿日期 : 2006204209 ; 修回日期 : 2006205225.

基金项目 : 国家自然科学基金项目 (70571087) ; 国家杰出青年科学基金项目 (70625005) .

作者简介 : 张洪美 (1980—) ,女 ,江苏徐州人 ,硕士生 ,从事信息融合研究 ; 徐泽水 (1968—) ,男 ,安徽南陵人 ,教授 ,

博士生导师 ,从事信息融合与决策分析等研究.

　　文章编号 : 100120920 (2007) 0820882207

直觉模糊集的聚类方法研究

张洪美1 , 徐泽水1 ,2 , 陈　琦1

(1.解放军理工大学 理学院 , 南京 211101 ; 2.清华大学 经济管理学院 , 北京 100084)

摘　要 : 对基于直觉模糊集的聚类问题进行了研究.首先给出直觉模糊相似度的概念 ,并构建了直觉模糊相似矩阵

和直觉模糊等价矩阵 ;然后定义了直觉模糊相似矩阵的合成运算法则 ,给出直觉模糊相似矩阵转化为直觉模糊等价

矩阵的途径 ;此外 ,还分别定义了直觉模糊相似矩阵和直觉模糊等价矩阵的λ2截矩阵 ,进而给出了直觉模糊集的一种

聚类方法 ;最后通过算例对该方法进行了说明和分析.
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Abstract : To investigate the problems of clustering intuitionistic fuzzy set s , the concept of intuitionistic fuzzy

similarity degree is defined , and intuitionistic fuzzy similarity matrix and intuitionistic fuzzy equivalence matrix are

const ructed. A compound operational law of intuitionistic fuzzy similarity matrix is defined and an approach to

t ransforming the intuitionistic fuzzy similarity matrices into the intuitionistic fuzzy equivalence matrices is given.

Moreover ,λ2cutting matrices of the intuitionistic fuzzy similarity matrix and intuitionistic fuzzy equivalence matrix are

given ,and then an approach to clustering intuitionistic fuzzy set s is proposed. Finally ,a numerical example is given to

illust rate and analyze the proposed approach.
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1　引　　言
　　自 1965年 Zadeh[1 ]提出模糊集理论以来 ,该理

论得到迅速发展. Atanassov[2 ]对模糊集进行了拓

展 ,给出了直觉模糊集概念 ,并指出模糊集是直觉模

糊集的特殊情形.有关直觉模糊集理论及其在决策、

逻辑规划、医疗诊断、机器学习和市场预测等诸多领

域中的应用研究已引起人们的高度重视 ,并取得了

丰硕成果[3 ,4 ] .此外 ,许多学者对基于模糊集的聚类

问题进行了研究 ,提出了多种聚类方法 ,常见的聚类

算法有 FCM聚类算法[5 ]、最大树聚类算法[6 ]、编网

聚类算法[7 ]等.然而 ,目前有关直觉模糊集的聚类问

题研究尚未见报道.直觉模糊信息的聚类在医疗诊

断、模式识别等领域有着广泛的应用前景 ,因此有必

要对该类问题进行探讨.

本文首先给出了直觉模糊相似度概念 ,并构建

了直觉模糊相似矩阵.考虑到直觉模糊相似矩阵不

具有传递性 ,因而给出了具有传递性的直觉模糊等

价矩阵.另外还定义了直觉模糊相似矩阵和直觉模

糊等价矩阵的λ2截矩阵 ,进而给出了直觉模糊集的

一种简洁聚类方法.

2　预备知识
　　定义 1 [2 ] 　设 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} 是一非空经

典集合 ,则称 A = {〈x j ,μA ( x j ) , f A ( x j )〉| x j ∈X}

为 X 上的一个直觉模糊集.其中 :μA : X →[0 ,1 ]是

X 中元素 x j 属于 A 的隶属度 ; f A : X →[0 ,1 ]是 x j

属于 A 的非隶属度 ,且 Π x j ∈ X ,有 0 ≤μA ( x j ) +

f A ( x j ) ≤1 .此外 ,π( x j ) = 1 - μA ( x j ) - f A ( x j ) 表

示 X 中元素 x j 属于 X 的犹豫度.
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若利用隶属函数 tA 表示μA 的下限 ,则元素 x j

属于 A 的隶属度包含于[0 ,1 ]的子区间[ tA ( x j ) ,1 -

f A ( x j ) ]之中. Gau和Buehrer [8 ]称区间[ tA ( x j ) ,1 -

f A ( x j ) ]为 vague值.然而 ,Bustince和 Burillo [ 9 ] 论

证了 vague 集等价于直觉模糊集. 因此 ,Xu 和

Yager [10 ] 称[ tA ( x j ) ,1 - f A ( x j ) ]为直觉模糊数 ,且

将直觉模糊集记为 A = {〈x j , [ tA ( x j ) ,1 - f A ( x j ) ]〉

| x j ∈X} .对直觉模糊数[ tA ( x j ) ,1 - f A ( x j ) ]可进

行物理阐述 ,例如 :若 [ tA ( x) ,1 - f A ( x) ] = [0 . 3 ,

0 . 8 ] ,则 tA ( x j ) = 0 . 3 ,1 - f A ( x j ) = 0 . 8 , f A ( x j ) =

0 . 2 . 其物理意义为“对于某一项方案 ,有 10人参加

投票 ,投票结果为 3人赞成 ,2人反对 ,5人弃权”.

定义 2[2 ] 　设 A = {〈x j , [ tA ( x j ) ,1 - f A ( x j ) ]〉

| x j ∈ X} 和 B = {〈x j , [ tB ( x j ) ,1 - f B ( x j ) ]〉| x j

∈ X} 为集合 X上的两个直觉模糊集 ,则 :

1) A Α B Ζ Π x j ∈ X , tA ( x j ) ≤ tB ( x j ) 且 1 -

f A ( x j ) ≤1 - f B ( x j ) ;

　　2) A = B Ζ Π x j ∈ X , tA ( x j ) = tB ( x j ) 且 1 -

f A ( x j ) = 1 - f B ( x j ) ;

　　3) A ∩ B = {〈x j , [ tA ( x j ) ∧ tB ( x j ) , (1 -

f A ( x j ) ) ∧ (1 - f B ( x j ) ) ]〉| x j ∈ X} ;

4) A ∪ B = {〈x j , [ ( tA ( x j ) ∨ tB ( x j ) , (1 -

f A ( x j ) ) ∨ (1 - f B ( x j ) ) ]〉| x j ∈ X} .

定义 3[11 ] 　设 �a = [ t�a ,1 - f �a ]和 �b = [ t �b ,1 -

f �b ]为两个直觉模糊数 ,则 :

1) �a ∧�b = [ t�a ∧ t �b , (1 - f �a ) ∧ (1 - f �b) ] ;

2) �a ∨�b = { t�a ∨ t �b , (1 - f �a ) ∨ (1 - f �b) ].

3　主要结果
　　根据定义 3 ,可得如下定理 :

定理 1　设 �a = [ t�a ,1 - f �a ] ,�b = [ t �b ,1 - f �b ]和

�c = [ t�c ,1 - f �c ]均为直觉模糊数 ,则 :

1) (�a ∨�b) ∧�c = (�a ∧�c) ∨ (�b ∧�c) ;

2) (�a ∧�b) ∨�c = (�a ∨�c) ∧ (�b ∨�c) ;

3) (�a ∨�b) ∨�c = �a ∨ (�b ∨�c) ;

4) (�a ∧�b) ∧�c = �a ∧ (�b ∧�c) .

在模糊数学中 ,具有自反性和对称性的相似矩

阵是一种常见的矩阵.下面将相似矩阵引入直觉模

糊集理论中.首先定义直觉模糊相似度的概念 :

定义 4　设 S : IFSs ( X) ×IFSs ( X) → IFN ,其

中 , IFSs为所有直觉模糊集的集合 , IFN为直觉模糊

数的集合 ,且设 A , B , C ∈ IFSs ( X) ,若 S ( A , B) 满

足下列性质 :

1) S ( A , B) 是直觉模糊数 ;

2) S ( A , B) = [1 ,1 ] Ζ A = B ;

3) S ( A , B) = S ( B , A) ;

4) 如果 A Α B Α C,则 S ( A , C) Α S ( A , B) 且

S ( A , C) Α S ( B , C) .

则称 S ( A , B) 为 A 和 B 的直觉模糊相似度.

文献[12 ]给出了直觉模糊集 A 和 B 的相似度

公式

ρw ( A , B) = 1 - [∑
n

i = 1

w i [α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p ] ]
1/ p

. (1)

其中 :1 < p < + ∞; w = ( w1 , w2 , ⋯, w n) T , w i ∈

[0 ,1 ] ,∑
n

i = 1
w i = 1 ;α,β,γ∈[0 ,1 ]且α+β+γ = 1 .

式 (1) 既对每个直觉模糊数偏差进行加权 ,又

对相应的隶属度偏差、非隶属度偏差以及犹豫度偏

差进行加权 ,因而具有较高的灵活性. 若将ρw ( A ,

B) 看成 w的函数 ,则它为一个有界函数.令

h( w) = ∑
n

i = 1
w i [α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p ] ,

则求ρw ( A , B) 的最大值与最小值的问题 ,可转化为

求 h( w) 的最小值与最大值的问题.因为

h( w) = ∑
n

i = 1
w i [α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p ] ≤

max
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } ,

必然存在一个 k使得

max
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } =

α| tA ( x k ) - tB ( x k ) | p +

β| f A ( x k ) - f B ( x k ) | p +

γ|πA ( x k ) - πB ( x k ) | p ,

所以当 w k = 1且 w i = 0 , i ≠k时等号成立.又因为

　　h( w) = ∑
n

i = 1
w i [α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

　　　　　　β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

　　　　　　γ| πA ( x i ) - πB ( x i ) | p ] ≥

　　　　　　min
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

　　　　　　β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

　　　　　　γ| πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } ,

必然存在一个 l使得

388
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　　　　　min
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

　　　　　β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

　　　　　γ| πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } =

　　　　　α| tA ( x l ) - tB ( x l ) | p +

　　　　　β| f A ( x l ) - f B ( x l ) | p +

　　　　　γ| πA ( x l ) - πB ( x l ) | p ,

所以当 w l = 1且 i ≠ l , w i = 0时等号成立.令

h3 ( A , B) = min
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } , (2)

h3 ( A , B) = max
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } , (3)

因此

1 -
P

h 3 ( A , B) ≤ρw ( A , B) ≤1 -
P

h 3 ( A , B) .

　　基于式 (2) 和 (3) ,给出如下一个新的相似度公

式 :

定理 2　设 A和 B 是两个直觉模糊集 ,则 S ( A ,

B) = [1 -
p

h 3 ( A , B) ,1 -
p

h 3 ( A , B) ]为 A 和 B

的直觉模糊相似度.

证明 　1) 先证 S ( A , B) 为直觉模糊数的形式.

因为α+β+γ = 1 ,且 Π i ,有

0 ≤α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ| πA ( x i ) - πB ( x i ) | p ≤

(α+β+γ) max{ | tA ( x i ) -

tB ( x i ) | p , | f A ( x i ) - f B ( x i ) | p ,

|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } =

max{ | tA ( x i ) - tB ( x i ) | p ,

| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p ,

|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } ≤1 ,

所以 0 ≤1 -
P

h 3 ( A , B) ≤1 .同理可证 0 ≤1 -
P

h 3 ( A , B) ≤1 .又因为 0 ≤h 3 ( A , B) ≤h 3 ( A , B)

≤1 ,所以 0 ≤
P

h 3 ( A , B) -
P

h 3 ( A , B) ≤1 ,即

0 ≤1 -
p

h 3 ( A , B) +
p

h 3 ( A , B) =

1 - (
p

h 3 ( A , B) -
p

h 3 ( A , B) ) ≤1 .

故 S ( A , B) 为直觉模糊数.

2) 显然有 S ( A , B) = S ( B , A) .

3) 若 S ( A , B) = [1 ,1 ] ,则 1 -
p

h 3 ( A , B) =

1 ,1 -
p

h 3 ( A , B) = 1 .又因为

1 = 1 -
p

h 3 ( A , B) ≤

ρw ( A , B) ≤1 -
p

h 3 ( A , B) = 1 ,

即ρw ( A , B) = 1 ,由式 (1) 知 A = B .反之 ,若 A =

B ,则由式 (2) 和 (3) ,即得 S ( A , B) = [1 ,1 ].

4) 如果 A Α B Α C,即 tA ≤ tB ≤ tC , f A ≥ f B

≥ f C ,则 Π i ,有

| tA ( x i ) - tB ( x i ) | ≤| tA ( x i ) - tC ( x i ) | ,

| f A ( x i ) - f B ( x i ) | ≤| f A ( x i ) - f C ( x i ) | ,

|πA ( x i ) - πB ( x i ) | =

| tB ( x i ) - tA ( x i ) + f B ( x i ) - f A ( x i ) | =

tB ( x i ) - tA ( x i ) + f B ( x i ) - f A ( x i ) ≤

tC ( x i ) - tA ( x i ) + f C ( x i ) - f A ( x i ) =

| tC ( x i ) - tA ( x i ) + f C ( x i ) - f A ( x i ) | ≤

|πA ( x i ) - πC ( x i ) | ,

因此

h3 ( A , B) =

max
i

{α| tA ( x i ) - tB ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f B ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πB ( x i ) | p } ≤

max
i

{α| tA ( x i ) - tC ( x i ) | p +

β| f A ( x i ) - f C ( x i ) | p +

γ|πA ( x i ) - πC ( x i ) | p } = h3 ( A , C) ,

则 1 -
p

h 3 ( A , C) ≤1 -
p

h 3 ( A , B) .同理可证 1 -
p

h 3 ( A , C) ≤1 -
p

h 3 ( A , B) . 因此 S ( A , C) Α
S ( A , B) . □

定义 5　设矩阵 �R = ( �rij ) n×n ,若 �rij ( i , j = 1 ,2 ,

⋯, n) 均为直觉模糊数 ,则称 �R为直觉模糊矩阵.

定义 6　设 �Q = (�qij ) n×n和 �R = ( �rij ) n×n是直觉

模糊矩阵 ,若 �S = �Q . �R = (�sij ) n×n ,则称 �S是 �Q和 �R
的合成矩阵 ,其中

�s ij = ∨
n

k = 1

(�qik ∧ �rkj ) =

[∨
n

k = 1

( t�qik
∧ t�rkj

) , ∨
n

k = 1

( (1 - f �qik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) ] .

　　基于定义 6 ,易知 :

　　定理 3　直觉模糊矩阵 �Q和 �R的合成矩阵�S 仍
为直觉模糊矩阵.

定义 7　若直觉模糊矩阵 �R = ( �rij ) n×n 满足下

列条件 :

1) 自反性

�rii = [1 ,1 ] , i = 1 ,2 , ⋯, n;

　　2) 对称性

�rij = �rji ,即 t�rij
= t�r ji

, f �r ij
= f �r ji

,

　　　i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

则称 �R为直觉模糊相似矩阵.

基于定理 3和定义 7可得如下推论 :

488
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推论 1　直觉模糊相似矩阵的合成矩阵为直觉

模糊矩阵.

直觉模糊相似矩阵的合成矩阵不一定为直觉模

糊相似矩阵.然而 ,当直觉模糊相似矩阵与其自身合

成时 ,所得的合成矩阵仍为直觉模糊相似矩阵 ,即有

如下定理 :

定理 4　设 �R为直觉模糊相似矩阵 ,则合成矩

阵 �S = �R . �R也为直觉模糊相似矩阵.

定理 5　设 �Q , �R和 �H 是直觉模糊相似矩阵 ,则

其合成运算满足结合律 ( �Q . �R) . �H = �Q . ( �R . �H) .

推论 2　设 �R是直觉模糊相似矩阵 ,则对任意

正整数 m1 , m2 ,有 �Rm1 + m2 = �Rm1 . �Rm2 ,其中 , �Rm1 和

�Rm2 分别表示 �R的m1和 m2次合成 ,且 �Rm1 , �Rm2 和其

合成矩阵 �Rm1 + m2 均为直觉模糊相似矩阵.

定义 8　若直觉模糊矩阵 �R = ( �rij ) n×n 满足下

列条件 :

1) 自反性

�rii = [1 ,1 ] , i = 1 ,2 , ⋯, n;

　　2) 对称性

�rij = �rji ,即 t�rij
= t�r ji

, f �rij
= f �r ji

,

　　　i , j = 1 ,2 , ⋯, n;

　　3) 传递性

�R2 Α �R ,即 ∨
n

k = 1

( t�rik
∧ t�rkj

) ≤ t�r ij
,

∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) ≤1 - f �rij
,

i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

则称 �R为直觉模糊等价矩阵.

为节省计算量 ,类似文献 [7 ]的思路 ,可得下列

结论 :

定理 6　设 �R为直觉模糊相似矩阵 ,则 R →R2

→R4 →⋯→R2 k

→⋯经过有限次运算后 ,必有 R2 k

= R2 k+1

,且 R2 k

为直觉模糊等价矩阵.

定义 9　设 �R = ( �rij ) n×n为直觉模糊相似矩阵 ,

其中 �rij = [ t�rij
,1 - f �rij

] , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,则称 �Rλ =

(λ�r ij ) n×n 为 �R 的λ2截矩阵 ,其中

λ�r ij =

0 , 1 - f �rij
<λ;

1/ 2 , t�r ij
<λ≤1 - f �r ij

;

1 , t�rij
≥λ.

(4)

　　定义 10[7 ] 　若矩阵 ÛR = (Ûrij ) n×n 满足下列条

件 :

1) 自反性

Ûrii = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, n ,

且 ΠÛrij ∈[0 ,1 ] , i , j = 1 ,2 , ⋯, n;

　　2) 对称性

Ûrij = Ûrji ;

　　3) 传递性

∨
n

k = 1

(Ûrik ∧Ûrkj ) ≤Ûrij , i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

则称 ÛR为模糊等价矩阵.

定理 7　�R = ( �rij ) n×n为直觉模糊等价矩阵的充

分必要条件是它的λ2截矩阵 �Rλ = (λ�r ij ) n×n 为模糊

等价矩阵 ,其中 , �rij = [ t�rij
,1 - f �r ij

] , i , j = 1 ,2 , ⋯,

n.

证明 　先证必要性.

1) 自反性. 因为 �rii = [1 ,1 ] ,λ∈[0 ,1 ] ,所以λ

≤ t�rii
= 1 ,λ�r ii = 1 .

2) 对称性.因为 �rij = �rji ,即 t�rij
= t�r ji

,1 - f �rij
=

1 - f �r ji
,所以λ�r ij =λ�r ji .

3) 传递性.因为 �R = ( �rij ) n×n 是直觉模糊等价

矩阵 ,所以

∨
n

k = 1

( t�rik
∧ t�rkj

) ≤ t�rij
,

∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) ≤1 - f �r ij
.

又因为直觉模糊等价矩阵 �R = ( �rij ) n×n 与其自身的

合成矩阵为直觉模糊矩阵 ,所以

∨
n

k = 1

( t�rik
∧ t�rkj

) ≤∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) .

　　①当λ ≤ t�r ij
时 ,λ�r ij = 1 , 且因为 ∨

n

k = 1

(λ�r ik

∧λ�r kj ) ∈[0 ,1 ] ,所以 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤λ�r ij = 1 .

②当 1 - f �r ij
<λ时 ,λ�r ij = 0 ,且因为 ∨

n

k = 1

( (1 -

f �rik
) ∧1 - f �rkj

) ) ≤1 - f �rij
<λ,所以 Πk ,有 (1 -

f �rik
∧1 - f �rkj

) <λ,即 Πk ,λ�r ik ∧λ�r kj = 0 ,则 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) = 0 ,所以 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤λ�r ij .

③当 t�rij
<λ≤1 - f �rij

时 ,有λ�r ij = 1/ 2 .此时 ,

若 ∨
n

k = 1

( (1 - f �r ik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) ≤t�rij
<λ,则由 ②

得 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) = 0 .故 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤λ�r ij ;若

∨
n

k = 1

( t�rik
∧t�rkj

) ≤λ≤∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧(1 - f �rkj

) ) ,

则 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) = 1/ 2 , ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) =λ�r ij .由

已知条件知 ∨
n

k = 1

( t�r ik
∧ t�rkj

) ≤ t�rij
<λ,这说明λ

≤∨
n

k = 1

( t�rik
∧t�rkj

) 的情形不存在.因此 ,当 t�rij
<λ≤
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1 - f �rij
时 ,有 ∨

n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤λ�r ij ,所以 �Rλ =

(λ�r ij ) n×n 满足传递性.

下面证明充分性.

1) 自反性.因为λ�r ii = 1 ,所以 Πλ∈[0 ,1 ] ,λ≤

t�rii
,令λ = 1 ,则 �rii = [1 ,1 ].

2) 对称性.因为 Πi , k ,λ�r ik =λ�r ki ,若存在 �rik ≠

�rki ,即 t�rik
≠t�rki
或 1 - f �rij

≠1 - f �r ji
,不妨假定 t�rij

<

t�r ji
,且令λ= ( t�rij

+ t�r ji
) / 2 ,则 t�rij

<λ< t�r ji
,λ�r ik = 0

或 1/ 2 ,而λ�r ki = 1 ,λ�r ik ≠λ�r ki ,这与已知矛盾.故 �R =

( �rij ) n×n 是对称的.

3) 传递性.因为 Πi , j , ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤λ�r ij ,

且 �Rλ上的各元素均在{ 0 ,1/ 2 ,1} 上取值 ,故 :

①当λ�r ij = 1时 ,则 Πλ∈[0 ,1 ] , t�rij
≥λ,取λ=

1得 t�rij
= 1 ,1 - f �rij

= 1 ,所以

∨
n

k = 1

( t�rik
∧ t�rkj

) ≤ t�rij
,

∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) ≤1 - f �rij
.

　　②当λ�r ij = 1/ 2时 ,则 Πλ∈[0 ,1 ] , t�rij
<λ≤1

- f �rij
.又因为 ∨

n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤1/ 2 ,则 ∨
n

k = 1

(λ�r ik

∧λ�r kj ) = 0或 1/ 2 ,所以 Πk ,λ�r ik ∧λ�r kj = 0或 ϖ l ,使

得λ�r il ∧λ�r lj = 1/ 2 .

情形1　若 Πk ,λ�r ik ∧λ�r kj = 0 ,则 Πλ∈[0 ,1 ] ,

(1 - f �rik
) ∧(1 - f �rkj

) <λ.故 ∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧(1

- f �rkj
) ) <λ≤1 - f �rij

.考虑到λ的任意性 ,当λ趋于

无限小时 ,有 ∨
n

k = 1

( t�rik
∧t�rkj

) ≤∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
) ∧(1

- f �rkj
) ) = 0 ,因此 ∨

n

k = 1

( t�rik
∧ t�rkj

) ≤ t�rij
.

情形 2　若 ϖ l ,使得λ�r il ∧λ�r lj = 1/ 2 ,且令 Πk

≠ l ,λ�r ik ∧λ�r kj = 0 ,则由情形 1得 ∨
n

k = 1 , k≠l

( (1 - f �rik
)

∧ (1 - f �rkj
) ) ≤1 - f �r ij

, ∨
n

k = 1 , k≠l

( t�rik
∧t�rkj

) ≤t�r ij
.

而当 k = l时 ,假如 t�r il
∧t�r lj

= t�ril
, t�ril

> t�rij
,则令λ

= ( t�rij
+ t�ril

) / 2 ,因此 t�rij
≤λ≤t�r il

,从而λr il =λr lj =

1 ,λr il ∧λr lj = 1 , ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) = 1 >λ�r ij ,这与已

知矛盾 ,因此 ∨
n

k = 1

( t�r ik
∧ t�rkj

) .同理可得 ∨
n

k = 1

( (1 -

f �rik
) ∧ (1 - f �rkj

) ) ≤1 - f �r ij
.

③当λ�r ij = 0时 ,即 Πλ∈[0 ,1 ] ,1 - f �rij
<λ,

由 ∨
n

k = 1

(λ�r ik ∧λ�r kj ) ≤λ�r ij = 0 ,得 Πk ,λ�r ik ∧λ�r kj = 0 ,

(1 - f �rik
) ∧(1 - f �rkj

) <λ,考虑到λ的任意性 ,得 t�rij

= 1 - f �r ij
= 0 ,且 ∨

n

k = 1

( t�rik
∧t�rkj

) ≤∨
n

k = 1

( (1 - f �rik
)

∧ (1 - f �rkj
) ) = 0 .故 �R满足传递性.

综上所述 ,定理 7 的充分性成立 ,故定理亦成

立. □

定义 11　设 A i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 为一组直觉模

糊集 , �R = ( �rij ) n×n 为由定理 2中相似度公式得到的

直觉模糊相似矩阵 , �R 3 = ( �r 3
ij ) n×n 为 �R 的直觉模糊

等价矩阵 ,λ�R 3 = (λ�r 3
ij ) n×n为 �R 3的λ2截矩阵 ,若λ�R 3

的第 i行 (列) 和第 j行 (列) 中各对应元素均相等 ,

则称 A i 和 A j 同类.

注 1　由于λ2截矩阵λ�R 3 具有传递性 ,若 A i和

A k 同类且 A k 和 A j 同类 ,则 A i 和 A j 同类.

基于上述理论 ,下面给出直觉模糊集的一种聚

类方法 ,具体步骤如下 :

Step1　对于某一多属性决策问题 , 设 A =

{ A 1 , A 2 , ⋯, A n} 为方案集 , G = { G1 , G2 , ⋯, Gm } 为

属性集.假设有关方案 A j 的特征信息 (属性值) 用

直觉模糊集表示 A j = {〈Gi , [ tA j
( Gi ) ,1 - f A j

( Gi ) ]〉

| Gi ∈G} , j = 1 ,2 , ⋯, n.其中 : tA j
( Gi ) 表示方案 A j

对属性 Gi 的满足程度 , f A j
( Gi ) 表示方案 A j 不满足

属性 Gi的程度 ,πA j
( Gi ) = 1 - tA j

( Gi ) - f A j
( Gi ) 表

示方案 A j 对属性 Gi 的不确定度.根据直觉模糊相

似度公式建立直觉模糊相似矩阵 �R = ( �rij ) n×n .其中

�rij = S ( A i , A j ) =

[1 -
p

h 3 ( A i , A j ) ,1 -
p

h 3 ( A i , A j ) ] ,

i , j = 1 ,2 , ⋯, n;

h3 ( A i , A j ) =

min
k

{α| tA i
( Gk ) - tA j

( Gk ) | p +

β| f A i
( Gk ) - f A j

( Gk ) | p +

γ|πA i
( Gk ) - πA j

( Gk ) | p } ;

h3 ( A i , A j ) =

max
k

{α| tA i
( Gk ) - tA j

( Gk ) | p +

β| f A i
( Gk ) - f A j

( Gk ) | p +

γ|πA i
( Gk ) - πA j

( Gk ) | p } ;

且 p ,α,β,γ为事先给定的参数 ,且 1 < p < + ∞,α,

β,γ∈[0 ,1 ] ,α+β+γ = 1 .

Step2　检验直觉模糊矩阵 �R是否为直觉模糊
等价矩阵 (也即检验是否满足 �R2 Α �R) ,否则进行合

成运算 �R →�R2 →�R4 →⋯→�R2 k

→⋯,直到 �R2 k

=

�R2 k+1

,于是 �R2 k

即为所求的直觉模糊等价矩阵.为方
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便起见 ,不妨记 �R 3 = ( �r 3
ij ) n×n为所求的直觉模糊等

价矩阵 ,其中 , �r 3
ij = [ t�r 3

ij
,1 - f �r 3

ij
] , i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

Step3　对于给定的置信水平λ,由式 (4) 计算

出直觉模糊等价矩阵 �R 3 的λ2 截矩阵λ�R 3 =

(λ�r 3
ij ) n×n .

Step4　依据λ2截矩阵λ�R 3 及定义 11对方案进

行聚类.

4　算例分析
　　某汽车市场欲对 5种不同的车 A j ( j = 1 ,2 , ⋯,

5) 进行分类 ,每辆车有 6个可供评价的因素 :燃料消

耗量 ( G1 ) ,摩擦度 ( G2 ) ,价格 ( G3 ) ,舒适度 ( G4 ) ,设

计 ( G5 ) ,安全性 ( G6 ) . 每辆车在各评价因素 (属性)

下的特征信息用直觉模糊数表示 ,见表 1 .

表 1　特征信息

A 1 A 2 A 3 A 4 A 5

G1 [0 . 3 ,0 . 5 ] [0 . 6 ,0 . 7 ] [0 . 4 ,0 . 6 ] [0 . 2 ,0 . 6 ] [0 . 5 ,0 . 8 ]

G2 [0 . 6 ,0 . 9 ] [0 . 5 ,0 . 8 ] [0 . 8 ,0 . 9 ] [0 . 4 ,0 . 9 ] [0 . 3 ,0 . 4 ]

G3 [0 . 4 ,0 . 7 ] [0 . 6 ,0 . 9 ] [0 . 5 ,0 . 9 ] [0 . 9 ,1 ] [0 . 6 ,0 . 7 ]

G4 [0 . 8 ,0 . 9 ] [0 . 7 ,0 . 9 ] [0 . 6 ,0 . 8 ] [0 . 8 ,0 . 9 ] [0 . 7 ,0 . 9 ]

G5 [0 . 1 ,0 . 4 ] [0 . 3 ,0 . 4 ] [0 . 4 ,0 . 5 ] [0 . 2 ,0 . 5 ] [0 . 6 ,0 . 8 ]

G6 [0 . 5 ,0 . 6 ] [0 . 4 ,0 . 7 ] [0 . 3 ,0 . 8 ] [0 . 7 ,0 . 9 ] [0 . 5 ,0 . 7 ]

　　Step1　根据表 1中的特征信息以及定理 2中相

似度公式建立直觉模糊相似矩阵 (不妨令 p = 2 ,α

=β=γ = 1/ 3)

�R =

[1 ,1 ] [0 . 78 ,0 . 92 ] [0 . 72 ,0 . 92 ]

[0 . 78 ,0 . 92 ] [1 ,1 ] [0 . 78 ,0 . 92 ]

[0 . 72 ,0 . 92 ] [0 . 78 ,0 . 92 ] [1 ,1 ]

[0 . 64 ,1 ] [0 . 71 ,0 . 92 ] [0 . 67 ,0 . 86 ]

[0 . 63 ,0 . 92 ] [0 . 71 ,1 ] [0 . 59 ,0 . 92 ]

→

←

[0 . 64 ,1 ] [0 . 63 ,0 . 92 ]

[0 . 71 ,0 . 92 ] [0 . 71 ,1 ]

[0 . 69 ,0 . 86 ] [0 . 59 ,0 . 92 ]

[1 ,1 ] [0 . 63 ,0 . 92 ]

[0 . 63 ,0 . 92 ] [1 ,1 ]

.

　　Step2　计算

�R2 = �R . �R =

[1 ,1 ] [0 . 78 ,0 . 92 ] [0 . 78 ,0 . 92 ]

[0 . 78 ,0 . 92 ] [1 ,1 ] [0 . 78 ,0 . 92 ]

[0 . 78 ,0 . 92 ] [0 . 78 ,0 . 92 ] [1 ,1 ]

[0 . 71 ,1 ] [0 . 71 ,0 . 92 ] [0 . 71 ,0 . 92 ]

[0 . 71 ,0 . 92 ] [0 . 71 ,1 ] [0 . 71 ,0 . 92 ]

→

←

[0 . 71 ,1 ] [0 . 71 ,0 . 92 ]

[0 . 71 ,0 . 92 ] [0 . 71 ,1 ]

[0 . 71 ,0 . 92 ] [0 . 71 ,0 . 92 ]

[1 ,1 ] [0 . 71 ,0 . 92 ]

[0 . 71 ,0 . 92 ] [1 ,1 ]

.

因为 �R2 ≠�R ,所以 �R不是直觉模糊等价矩阵.需进

一步计算 �R4 = �R2 . �R2 = �R2 .故 �R2为直觉模糊等价

矩阵.

Step3　由于置信水平λ取值仅与直觉模糊等

价矩阵 �R 3 = �R2 = ( �r 3
ij ) 5×5中各元素 �r 3

ij = [ t�r 3
ij

,1 -

f �r 3
ij

]的上限 1 - f �r 3
ij
和下限 t�r 3

ij
有关 ,所以可取 �R 3

中各元素的上下限作为其λ2截矩阵λ�R 3 中置信水平

λ的界限值进行讨论 :

1) 当λ≤0 . 71时 ,有

λ�R 3 =

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

.

　　2) 当 0 . 71 <λ≤0 . 78时 ,有

λ�R 3 =

1 1 1 1/ 2 1/ 2

1 1 1 1/ 2 1/ 2

1 1 1 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

.

　　3) 当 0 . 78 <λ≤0 . 92时 ,有

λ�R 3 =

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1

.

　　4) 当 0 . 92 <λ≤1时 ,有

λ�R 3 =

1 0 0 1/ 2 0

0 1 0 0 1/ 2

0 0 1 0 0

1/ 2 0 0 1 0

0 1/ 2 0 0 1

.

　　Step4　根据λR 3及定义 11 ,可得 :

1) 当 0 ≤λ≤0 . 71时 ,车组 A j ( j = 1 ,2 , ⋯,5)

分为 1类 ,即{ A 1 , A 2 , A 3 , A 4 , A5 } ;
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2) 当0 . 71 <λ≤0 . 78时 ,车组 A j ( j = 1 ,2 , ⋯,

5) 分为 3类 ,即{ A 1 , A 2 , A 3 } ,{ A 4 } ,{ A 5 } ;

3) 当 0 . 78 <λ≤1时 ,车组 A j ( j = 1 ,2 , ⋯,5)

分为 5类 ,即{ A 1 } ,{ A 2 } ,{ A 3 } ,{ A 4 } ,{ A 5 } .

从上述分析可知 ,方案 (或直觉模糊集) 的聚类

与给定的置信水平λ有着密切的关系.而对于如何

选取置信水平λ的研究 ,可参阅文献[7 ] ,限于篇幅 ,

这里不再赘述.

5　结 　　语
　　自 Atanassov[2 ]提出直觉模糊集以来 ,国内外

尚没有文献对直觉模糊集的聚类问题进行研究.本

文对该类问题进行了初步探讨 ,定义了直觉模糊相

似度、直觉模糊相似矩阵和直觉模糊等价矩阵等新

概念 ;给出了直觉模糊相似矩阵的合成运算法则 ,以

及直觉模糊相似矩阵转化为直觉模糊等价矩阵的途

径 ;此外 ,还分别定义了直觉模糊相似矩阵和直觉模

糊等价矩阵的λ2截矩阵 ,并给出了直觉模糊矩阵为

直觉模糊等价矩阵的一个充分必要条件 ;进而基于

直觉模糊等价矩阵的λ2截矩阵 ,给出了一种简便易

行的直觉模糊聚类方法.该方法在医疗诊断、模式识

别等诸多领域将有着良好的应用前景.
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