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T2S模糊系统 H2 / H∞混合控制器设计的 LMI方法
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摘　要 : 应用线性矩阵不等式 (L MI)方法研究 T2S模糊系统的 H2 / H∞混合控制器的设计问题.首先针对 T2S模糊

系统分别设计 H2 和 H∞控制器 ;然后以线性矩阵不等式的形式给出 T2S模糊系统 H2 / H∞混合控制器存在的充分

条件及相应的控制器设计方法. 在给定的 H∞干扰约束下 ,通过优化 H2 控制性能指标实现了模糊状态反馈次优控

制. 最后通过例子验证了所给出的 H2 / H∞混合控制器设计方法的可行性和有效性.
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Abstract : By using the L MI methods , the problem of the design of H2 / H∞ mixed controller for T2S fuzzy systems is

studied. The H2 and H∞ controllers are designed respectively. Then , the sufficient condition for the existence of the

H2 / H∞ mixed controller is given in term of L MIs. The fuzzy state feedback suboptimal controller is achieved by

minimizing the H2 control performance with the desired H∞ infinity disturbance rejection const raint . Finally , a

simulation example shows the feasibility and effectiveness of the design procedures.
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1　引　　言
　　在现代控制理论中 ,系统的 H2 优化控制虽然

具有许多优良特性 ,但其鲁棒性较差 ; H∞控制理论

虽能较好地解决系统的鲁棒性问题 , 但其是以损失

系统的其他性能为代价[1 ] . H2 / H∞混合优化控制问

题主要解决在保证系统的 H∞范数受限的同时 ,极

小化系统的 H2 性能指标.自 1989年 Berstein等[ 2 ]

提出 H2 / H∞混合控制问题的设计方法 ,该问题就

以其良好的应用实际背景而成为优化控制领域的一

个热点问题 , 并取得了令人瞩目的结果[325 ] .

T2S模糊系统模型是通过一些模糊规则给出一

个非线性系统的局部线性表示 ,Cao 等[628 ]已证明了

T2S模糊系统可以任意精度逼近 R″的紧致集上的

连续实函数. 近年来 ,许多学者对 T2S模糊系统的

H∞和 H2 控制问题进行了研究 ,相应控制器的存在

条件依赖于系统的稳定性分析. 基于 L yap unov方

法 , Tanaka和 Sugeno [9 ]研究了 T2S模糊系统的二

次稳定性问题.随后 , Tanaka 等[10 ]给出了进一步的

研究结果 ,所给的判定条件在一定程度上放宽了

Tanaka和 Sugeno给出的二次稳定性判定条件. Liu

等[11 ]对此问题又作了进一步的研究 ,其研究结果对

已有的二次稳定性判定条件有了较大程度的放宽.

本文基于 L MI方法 , 在文献 [ 11 ]基础上研究

T2S模糊系统的混合 H2 / H∞次优控制问题 ,给出了

系统 H2 / H∞混合状态反馈控制器存在的充分条件

和设计方法 , 在满足闭环系统 H∞范数小于给定正

常数的同时 ,极小化闭环系统的 H2 性能指标.

2　系统描述
　　考虑如下的 T2S模糊控制系统 :

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1

λi (ξ( t) ) ( A i x ( t) +

　 　　B1 iω( t) + B2 i u ( t) ) ,

z ( t) = ∑
r

i = 1

λi (ξ( t) ) ( Ci x ( t) + D i u ( t) ) . (1)
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其中 : x ∈Rn是状态向量 , z ∈Rq是输出向量 ,ω( t)

∈R l 是扰动向量 ; A i , B1 i , B2 i , Ci , D i 是已知的适当

维数的实矩阵 ;ξ( t) = (ξ1 ( t) , ⋯,ξp ( t) ) T 是前件变

量 ,一般与 u相互独立 ; M ij 是模糊集.

定义 1　对于系统 (1) ,当ω( t) ≡0 , u( t) ≡0

时 ,若存在α > 0及正定对称矩阵 P ,使得 Πt > 0 ,

V ( x ( t) ) ≤ - αx T ( t) x ( t) , 其 中 V ( x ( t) ) =

x T ( t) Px ( t) ,则称系统 (1) 是二次稳定的.

定义 2　对一给定的常数γ> 0 ,如果存在状态

反馈矩阵 Fi ( i = 1 ,2 , ⋯, r) 满足 :1) 当ω( t) ≡0时 ,

模糊系统 (1) 二次稳定 ;2) 对于给定的γ > 0 ,ω( t)

∈L 2 [0　∞] ≠ 0 的情况下 , 不等式 ‖z‖2 <

γ‖ω‖2 成立 ;则称模糊系统 (2) 的 H∞范数小于γ.

其中 ‖x‖2 = (∫
∞

0
x T ( t) x ( t) d x)

1
2 为 L 2 范数.

3　T2S模糊系统的混合 H2 /H∞次优控制
3 . 1　T2S模糊系统的 H∞控制

定理 1　对于给定的正数λ, 如果存在矩阵 Z ,

Zij , M i ( i = 1 ,2 , ⋯, r; j = 1 ,2 , ⋯, r) ,其中 : Z > 0 ,

Zii = ZT
ii , Zji = ZT

ij , i ≠ j ,满足下列线性矩阵不等

式 :

ZA T
i + A i Z + M T

i B T
2 i +

B2 i M i +
1
γ2 B1 iB

T
1 i < Zii , (2)

ZA T
i + A i Z + ZA T

j + A j Z +

M T
j B T

2 i + B2 i M j + M T
i B T

2 j + B2 j M i +

1
γ2 ( B1 iB

T
1 j + B1 j B

T
1 i ) < Zij + ZT

ij , (3)

Z11 ⋯ Z1 r ZCT
1 + ( D1 M k ) T

… ω … …

z r1 ⋯ z rr ZCT
r + ( D rM k ) T

C1 Z + D1 M k ⋯ Cr Z + D rM k - I

< 0 ,

k = 1 ,2 , ⋯, r. (4)

则状态反馈 u( t) = ∑
r

j = 1

λj (ξ( t) ) Fj x ( t) 使模糊系统

(1) 所产生的闭环系统的 H∞范数小于γ,并且状态

反馈增益矩阵 Fi = M i Z - 1 .

证明略.

3 . 2　T2S模糊系统的 H2 优化控制

考虑如下的 H2 控制性能指标函数 :

J u =∫
∞

0
z T ( t) z ( t) d t.

分析模糊系统 (1) 的 H2 性能 ,可得到如下定理 :

定理 2　如果存在正定矩阵 Y及矩阵 H ij , M i ( i

= 1 ,2 , ⋯, r; j = 1 ,2 , ⋯, r) ,其中 : H ii = HT
ii , H ji =

HT
ij , i ≠ j ,满足下列线性矩阵不等式 :

YA T
i + A i Y + M T

i B T
2 i + B2 i M i < H ii , (5)

YA T
i + A 1 Y + YA T

j + A j Y + M T
j B T

2 i +

B2 i M j + M T
i B T

2 j + B2 j M i < H ij + HT
ij , (6)

H11 ⋯ H1 r ( C1 Y + D1 M k ) T

… ω … …

H r1 ⋯ H rr ( Cr Y + D r M k ) T

C1 Y + D1 M k ⋯ Cr Y + D rM k - I

< 0 ,

k = 1 ,2 , ⋯, r. (7)

则状态反馈 u( t) = ∑
r

j = 1

λj (ξ( t) ) Fj x ( t) 使模糊系统

(1) 所产生的闭环系统的 H2 性能指标的上界为

x T (0) Y - 1 x (0) ,并且状态反馈增益矩阵为 Fi =

M i Y - 1 .

证明略.

注 1　定理 1和定理 2针对模糊系统 (1) ,以线

性矩阵不等式形式分别给出了 H2 和 H∞控制器存

在的充分条件和相应控制器的设计方法.下面将给

出 T2S模糊系统 H2 / H∞混合控制器存在的充分条

件和设计方法.

3 . 3　T2S模糊系统的 H2 / H∞混合次优控制

定理 3　若存在正定矩阵 N及矩阵 Z ij , M i ( i =

1 , 2 , ⋯, r; j = 1 ,2 , ⋯, r) ,其中 : Zii = ZT
ii , Z ji = ZT

ij ,

i ≠ j ,满足下列线性矩阵不等式 :

ZA T
i + A i Z + M T

i B T
2 i + B2 i M i +

1
γ2 B1 i B

T
1 i < Zii , (8)

ZA T
i + A i Z + ZA T

j + A j Z + M T
j B T

2 i +

B2 i M j + M T
i B T

2 j + B2 j M i +

1
γ2 ( B1 iB

T
1 j + B1 j B

T
1 i ) < Zij + ZT

ij , (9)

Z11 ⋯ Z1 r ZCT
1 + ( D1 M k ) T

… ω … …

Zr1 ⋯ Zrr ZC T
r + ( D rM k ) T

C1 Z + D1 M k ⋯ Cr Z + D r M k - I

< 0 ,

　　　　k = 1 ,2 , ⋯, r , (10)

ZA T
i + A i Z + M T

i B T
2 i + B2 i M i < Zii , (11)

ZA T
i + A i Z + ZA T

j + A j Z + M T
j B T

2 i +

B2 i M j + M T
i B T

2 j + B2 j M i < Zij + ZT
ij . (12)

则由状态反馈 u( t) = ∑
r

j = 1

λj (ξ( t) ) Fj x ( t) 使模糊系

统 (2) 所产生的闭环系统二次稳定 ,并且 H∞范数小

于λ, 同时闭环系统的 H2 性能指标的上界为

x T (0) N - 1 x (0) ,状态反馈增益矩阵为 Fi = M i N
- 1 .

证明略.

注 2　定理 3以线性矩阵不等式的形式给出了

T2S模糊系统 (1) 的 H2 / H∞混合控制器存在的充

分条件和控制器的设计方法 ,因此 ,可以通过优化

H2 性能指标函数的上界 x T (0) N - 1 x (0) 得到
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H2 / H∞混合优化控制器的设计方法 ,即 H2 / H∞混

合优化控制问题转化为下列可用 Matlab 工具箱求

解的优化问题 :

min
N

x T (0) N - 1 x (0) ,

s. t . N > 0 and式 (8) ～ (12) .

4　仿真例子
　　考虑如下模糊系统 :

Ûx ( t) =

∑
2

i = 1

λi (ξ( t) ) ( A i x ( t) + B1 iω( t) + B2 i u ( t) ) ,

z ( t) = ∑
2

i = 1

λi (ξ( t) ) ( Ci x ( t) + D i u ( t) ) . (13)

其中

A 1 =
1 5

0 - 1
, A 1 =

- 1 2

2 - 1
, B21 =

1

2
,

B22 =
2

3
, B11 =

1

1
, B12 =

2

1
, C1 = [3　1 ] ,

C2 = [2　1 ] , D1 = 0 . 5 , D2 = 0 . 3 .

采用高斯型隶属函数

λ1 = 1 - 1/ (1 + exp ( - 7 ( x1 -π/ 4) ) ) ×

(1/ (1 + exp ( - 7 ( x1 +π/ 4) ) ) ) ,

λ2 = 1 - λ1 .

　　给定系统的初值为 x1 (0) = 0 . 3 , x2 (0) = 0 . 5 ,

扰动ω( t) = sin (2 t) 以及正常数λ= 1 .应用Matlab

工具箱解定理 3中的优化问题得到

　　　　N =
0 . 921 3 0 . 236 0

0 . 236 0 0 . 921 3
,

图 1　系统 (12) 的状态响应曲线

图 2　系统 (12) 的 z ,ω响应曲线

　　　　F1 = [ - 5 . 563 0　 - 2 . 185 8 ] ,

　　　　F2 = [ - 3 . 796 8　 - 1 . 454 8 ].

　　图 1和图 2为系统 (13) 的响应曲线.从响应曲

线可以看出 ,其效果是可行的 ,且是令人满意的.

5　结 　　论
　　本文研究了 T2S模糊系统的 H2 / H∞混合优化

控制问题 ,以线性矩阵不等式的形式给出了 T2S模

糊系统的 H2 / H∞混合控制器存在的充分条件及其

设计方法 ,并将 H2 / H∞混合优化控制问题转化为

可用 Matlab工具箱求解的优化问题.最后通过例子

验证了该设计方法的可行性及有效性.
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