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摘　要 : 针对大训练集时核主分量分析 ( KPCA)的计算代价大、特征提取速度慢等问题 ,提出一种 KPCA的快速算

法.该算法通过训练样本在特征空间所张成的子空间的一组标准正交基 ,将训练集上的 KPCA 过程 ,转化为以所有

核训练样本在这组基下的坐标为数据集的 PCA过程.其求解过程只需特征值分解一个阶数等于基的个数的矩阵 ,而

且对某样本进行特征提取时 ,只需计算该样本与构成这组基的样本间的核函数.实验结果验证了该算法的有效性.
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Abstract : The kernel principal component analysis ( KPCA) suffers f rom the large computation complexity and the

slow speed of feature ext raction for the case of large number of t raining samples. Therefore , a fast algorithm of

KPCA is presented. Based on a orthonormal basis of the sub2space spanned by the t raining samples mapped onto the

feature space , the algorithm translates the processing of KPCA on the t raining samples into that of PCA on the data

which consist s of the coordinate values of all the kernel t raining samples under the orthonormal basis. The proposed

algorithm only needs the eigenvalue decomposition of a matrix whose size is equal to the number of the orthonormal

basis. Moreover the feature ext raction for one sample only needs to calculate the kernel functions between the sample

and the t raining samples which compose the orthonormal basis. The experimental result s show the effectiveness of the

presented algorithm.
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1　引　　言
　　核主分量分析[1 ] ( KPCA ) 作为主分量分析

( PCA)的一种非线性推广 ,能有效捕捉数据的非线

性特征 ,因此在模式识别、回归分析等领域受到广泛

重视与应用[224 ] .但在 KPCA 的求解过程中 ,需要特

征值分解一个 M ×M 的核矩阵 ( M 表示训练样本

数) ,其计算复杂度是 O( M3 ) ,且对某样本进行特征

提取时 ,需要计算该样本与所有训练样本间的核函

数.因此 M大时 , KPCA面临计算代价大 ,特征提取

效率低的问题.针对这些问题 ,文献[ 5 ]将求解 PCA

的期望最大算法 ( EM)推广到求解 KPCA.但该算

法的缺陷是占用的存储空间较大 ,并且算法的收敛

性不能保证.文献[ 6 ]将训练集分成若干子集 ,然后

在特征空间中 ,将总体协方差矩阵用一些特殊向量

近似表示 ,其中这些特殊向量是各个子集的协方差

矩阵的一些较大特征值所对应的特征向量.基于这

种近似表示 ,使得 KPCA 在求解过程中 ,只需对一

个阶数等于这些特殊向量数目的核矩阵进行特征值

分解.但关于训练集分成多少个子集与选取多少个

特征向量作为特殊向量的问题 ,文献并没从理论上

给出一个界定 ,因此算法本身有很大的不确定性.另

外 ,上述两种算法在 KPCA 的求解中 ,尽管都不同

程度地降低了 KPCA的计算复杂度 ,但它们都没有

涉及如何改善测试阶段的特征提取速度问题.

本文基于训练集在特征空间中的空间结构 ,提

出一种 KPCA 的快速算法.该算法主要分两步 : 1)
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基于线性相关理论 ,设计出一种优化算法 ,快速确定

训练集在特征空间中所张成的子空间的一组基 ,并

由此得到一组标准正交基 ;2) 将所有训练样本对应

的核样本向这组正交基上作投影 ,得到一个相应的

投影向量集 ,并对投影向量集进行 PCA.本文从理

论上证明了对该投影向量集进行 PCA 等价于对训

练集进行 KPCA ,但该算法实现过程只需特征值分

解一个 r ×r的矩阵 (其中 r表示基的个数) ,计算复

杂度仅为 O( r3 ) . 同时 ,对某样本进行特征提取时 ,

也仅需计算该样本与构成这组正交基的样本间的核

函数.实验结果表明本文算法与 KPCA 特征提取能

力相当 ,但计算复杂度小 ,特征提取速度快.

2　KPCA的描述
　　设 X = { x1 , x2 , ⋯, x M } 为 Rn空间中的一组样

本集. KPCA通过一个非线性映射 <将样本映射到

特征空间 F 中 ,即 <: x ∈ X →<( x) ∈ F(其中称

<( x) 为 x 对应的核样本) ;然后对数据集 <( X) =

{ <( x1 ) , <( x2 ) , ⋯, <( x M ) } 进行 PCA .

假设核样本已经中心化 ,即∑
M

i = 1
<( x i ) = 0 ,其协

方差矩阵 C =
1
M ∑

M

i = 1
<( x i ) <( x i )

T .首先需要求解 C

的特征值λ≥0及相应特征向量 v ∈ F ,即

Cv =λv . (1)

　　根据再生核理论 ,存在一组系数αi ( i = 1 ,2 ,

⋯, M) 使得

v = ∑
M

i = 1

αi <( x i ) . (2)

　　通过定义一个 M ×M的核矩阵

Ki , j = k ( x i , x j ) = <( x i )
T <( x j ) ,

并结合式 (1) 和 (2) 得

Kα = Mλα, (3)

其中α= (α1 ,α2 , ⋯,αM ) T .所以为确定特征向量 v而

求取系数αi ( i = 1 ,2 , ⋯, M) 的问题就依赖于特征值

分解核矩阵 K.

设λ1 ≥λ2 ≥⋯≥λk > 0 ( k ≤M) 为式 (3) 前

k非零特征值 ,对应的特征向量为α1 ,α2 , ⋯,αk .则由

式 (2) 可求得特征空间 F中的主轴方向 v1 , v2 , ⋯, vk

的表达式.

另外 , 为归一化主轴方向 vk , 需要αk 满足

λk (αk ) Tαk = 1 .考虑到∑
M

i = 1

<( x i ) = 0的假设 ,只需将

核矩阵换成 �K = K - IM K - KI M + IM K I M
[1 ] ,其中

IM 为 M ×M矩阵 ,且 ( IM ) i , j = 1/ M.

由式 (2) 知 ,对任一测试样本 x ,它在 F中的第 k

个主分量为

dk ( x) = (αk ) T �k x . (4)

其中

�k x = k x - KI′M - IM k x + IM K I′M ,

k x = ( k ( x1 , x) , k ( x2 , x) , ⋯, k ( x M , x) ) T ,

I′M = (1/ M ,1/ M , ⋯,1/ M) T

M

.

3　标准正交基的确定
　　事实上 ,数据集 <( X) 在 F中所张成的子空间

{ <( x i ) } 1≤i≤M 的空间结构可由该空间的一组基来捕

获[7 ] ,而且{ <( x i ) } 1≤i≤M 的维数 (即基的个数) 等于

核矩阵 K的秩 r ,一般情况下 r ν M.下面从线性相

关理论[8 ] 推导出一种寻找{ <( x i ) } 1≤i≤M 的一组基的

优化算法.

定理 1　设 <( x b1 ) , <( xb2 ) , ⋯, <( xbs ) 为 s个线

性无关的核样本 , x 为任意一个训练样本 , 则

<( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x bs ) , <( x) 线性无关 Ζ k xx -

KT
sx K - 1

ss Ksx ≠0 .其中 : k xx = k ( x , x) , Kss = ( k ( x bi ,

xbj ) ) 1≤i , j≤s , Ksx = ( k ( xb1 , x) , k ( xb2 , x) , ⋯, k ( x bs ,

x) ) T .

证明 　令 Ks+1 表示 <( x b1 ) , <( xb2 ) , ⋯, <( xbs ) ,

<( x) 的核矩阵 ,则

det ( Ks+1 ) =

Kss Ksx

KT
sx k xx

=
Kss Ksx

0 kxx - KT
sx K - 1

ss Ksx

.

因为 <( xb1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x bs ) 线性无关 ,故 det ( Kss )

≠0 .因此 det ( Ks+1 ) ≠0 Ζ kxx - KT
sx K - 1

ss Ksx ≠0 .即

<( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x bs ) , <( x) 线性无关 Ζ k xx -

KT
sx K - 1

ss Ksx ≠0 . □

根据定理 1 , 可用如下迭代算法寻找子空间

{ <( x i ) } 1≤i≤M 的一组基.假设利用 t ( t ≤M) 个样本

{ x i }
t
i = 1 完成了训练 ,得到子空间{ <( x i ) } t

i = 1 的一组

基 <( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x bs ) ,对于一个新样本 x ,依

据定理 1 判定 <( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x bs ) , <( x) 是否

线性无关 ?如果无关 ,则令 <( xb( s+1) ) = <( x) ,得到一

个新 的 线 性 无 关 组 <( x b1 ) , <( xb2 ) , ⋯, <( xbs ) ,

<( x b( s+1) ) .则 t遍历所有训练样本时 ,所求的线性无

关 组 <( xb1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x br ) 即 为 子 空 间

{ <( x i ) } 1≤i≤M 的一组基.

利用定理 1进行无关性判别时 ,需要对 s阶矩阵

Kss 求逆.随着 t的增大 , s可能逐渐增大 ,因此求逆

的运算量很大.为此本文设计了一种优化算法 ,将求

逆运算变为乘法运算 ,减小计算代价.

定理 2　设线性无关组 <( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯,

<( x bs ) 对应的核矩阵为 Kss , <( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯,

<( x b( s- 1) ) 对应的核矩阵为 K( s- 1) ( s- 1) ,并令

β= ( k ( xb1 , xbs ) , k ( xb2 , x bs ) , ⋯, k ( xb( s- 1) , x bs ) ) T ,
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α = k ( xbs , x bs ) , D = K- 1
( s- 1) ( s- 1) ,

则

K- 1
ss = -

1
αβT Dβ

(α- βT Dβ) D + DββT D - Dβ

- βT D 1
.

(5)

　　根据逆矩阵的定义易证上式成立[8 ] .由定理 2 ,

对 s阶矩阵的求逆运算转化为对 s - 1阶矩阵的求逆

运算.依次下去 ,求逆运算变为乘法运算.结合定理

1 ,便可方便地寻求子空间 { <( x i ) } 1≤i≤M 的一组基

<( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x br ) .

算法 1　寻找子空间基的迭代算法.具体步骤

如下 :

1) 初始化 :在训练样本集 X = { x1 , x2 , ⋯, x M }

任选一样本 x ,满足 k ( x , x) ≠0 ,令 S = { x} , D =

{ x} , G = 1/ k ( x , x) , t = 1 .

2) 如果 t = M ,则输出 D ,终止程序 ;否则 ,转下

一步.

3) 在 �S = X - S中任选一个样本 x 3 ,令 S = S

∪{ x 3 } , t = t + 1 ;并验证下式是否成立 :

ktt - KT
st G Kst = 0 . (6)

其中

�x i ∈D , ( Kst ) i = k ( �x i , x 3 ) , ktt = k ( x 3 , x 3 ) .

　　4) 如果式 (6) 成立 ,返回 2) ;否则令

D = D ∪{ x 3 } ,

G =
1

ktt - KT
st G K st

( ktt - KT
st G Kst ) G +

GK st K T
st G

- GKst

- KT
st G 1

,

返回 2) .

程序终止时 ,集合 D中的向量所对应的核样本

即为{ <( x i ) } 1≤i≤M 的一组基. 下面将这组基标准正

交化.

定理 3　设子空间 { <( x i ) } 1≤i≤M 的一组基为

<( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x br ) ,则{ <( x i ) } 1≤i≤M 的一组标

准正交基为

(β1 ,β2 , ⋯,βr) =

( <( xb1 ) , <( xb2 ) , ⋯, <( xbr ) ) C. (7)

其中 : C = ( u1 / λ1 , u2 / λ2 , ⋯, ur/ λr ) , u1 , u2 , ⋯,

ur为核矩阵 K ss = ( k ( xbi , xbj ) ) 1≤i , j≤s的一组标准正

交基 ,λ1 ,λ2 , ⋯,λr 为对应的特征值.

证明 　令 U = ( u1 , u2 , ⋯, ur) ,Λ = diag (λ1 ,

λ2 , ⋯,λr) ,则 U T Kss U =Λ.令β= (β1 ,β2 , ⋯,βr) ,Δ

= (1/ λ1 ,1/ λ2 , ⋯,1/ λr )
T ,则βTβ= CT Kss C =

ΔT U T Kss UΔ =ΔTΛΔ = I. □

4　基于正交基的快速算法
　　设β1 ,β2 , ⋯,βr为{ <( x i ) } 1≤i≤M的一组标准正交

基 ,由于这组基不仅可以表征该空间的结构 ,而且如

果核样本 <( x i ) 与 <( x j ) 正交 ,则它们在β1 ,β2 , ⋯,βr

的投影坐标向量 y i 与 y j 也正交.基于这种考虑 ,本

文提出一种 KPCA的快速算法.

设 <( x i ) (1 ≤ i ≤M) 在β1 ,β2 , ⋯,βr 下的坐标

向量记为 y i .由式 (7) 得

y i = (β1 ,β2 , ⋯,βr)
T <( x i ) =

CT ( k ( x b1 , x) , k ( x b2 , x) , ⋯, k ( xbr , x) ) T . (8)

　　由式 (8) ,得到一个新的数据集 Y = { y1 , y2 ,

⋯, yM } .其满足下面的定理 :

定理 4　分别对 <( X) = { <( x1 ) , <( x2 ) , ⋯,

<( x M ) } 与 Y = { y1 , y2 , ⋯, y M } 进行主分量分析 ,则

二者有相同的非零特征值 ,并且对应的主轴方向具

有下列关系 :

v = (β1 ,β2 , ⋯,βr)γ =

( ( <( xb1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( bbr ) ) Cγ, (9)

其中 v ,γ分别为 <( X) , Y的第 k 个主轴方向.

证明 　令β= (β1 ,β2 , ⋯,βr) ,由式 (8) 知

<( X) =βY . (10)

又 <( X) 中心化后的协方差矩阵为

C = <( x) HM H T
M <( X) T , (11)

其中

( HM ) i , j =
( M - 1) / M , i = j ,1 < i < M ;

- 1/ M , i ≠ j ,1 < j < M .

联合式 (10) 和 (11) ,不难得到

C =β( Y H M H T
M Y T )βT . (12)

　　令 �C = Y H M H T
M Y T ,则其为 Y中心化后的协方

差矩阵.即 <( X) 与 Y中心化后的协方差矩阵有下列

关系 :

C =β�CβT . (13)

　　由 C及 �C的定义及关系知 rank ( C) = rank ( �C)

= r ,这就意味着 C为半正定矩阵 , �C为正定矩阵.下

面推导二者的特征值与对应特征向量的关系 :

1) 设λ≠0为 C的特征值 ,对应特征向量为 v ,

则γ =βT v是 �C的特征值为λ的特征向量 ,即 �Cγ =

λγ.

由题意知 : Cv =λv , v =βγ.又 C =β�CβT ,故 (β

�CβT ) (βγ) = λ(βγ) , 即β�Cγ = βλγ. 故βTβ�Cγ =

βTβλγ,即 �Cγ =λγ.

2) 设λ≠0为 �C的特征值 ,对应特征向量为γ,

则 v =βγ是 C的特征值为λ的特征向量 ,即 Cv =

λv .

由 1) 和 2) 知 C与 �C具有相同的非零特征值 ,而

且对应的特征向量具有 v =βγ的关系.因此 ,对 C进

行特征值分解可以转化为对 �C进行相应的处理.又

因为 v/ ‖v‖=βγ/ ‖βγ‖=β(γ/ ‖γ‖) ,即特征向
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量的单位化以后 ,式 (9) 仍成立 ,所以定理 4成立. □

由定理 4 ,对数据集 <( X) = { <( x1 ) , <( x2 ) , ⋯,

<( x M ) } 的主分量分析 ,可以转化为对 Y = { y1 , y2 ,

⋯, yM } 的主分量分析. Y 的协方差矩阵只是一个 r

×r矩阵 ,因此对其进行特征值分解的计算复杂度仅

为 O( r3 ) .进一步 ,对于任一测试样本 x ,依据式 (9) ,

它在 F中的第 k 个主分量为

dk ( x) = ( vk ) T <( x) = ( Cγk ) T kb ( x) . (14)

其中 :γk表示 Y的第 k个主轴方向 , kb ( x) = ( k ( x b1 ,

x) , k ( x b2 , x) , ⋯, k ( x br , x) ) T .显然 ,运用式 (14) 计

算主分量 , 只包含 r 个核函数的计算 , 而传统的

KPCA中 ,却包含 M个核函数的计算 (见式 (4) ) ,因

此本文算法加快了特征提取速度.

由以上结论 ,给出本文算法 ( F KPCA) 的主要

步骤.

算法 2　F KPCA的主要步骤如下 :

1) 选择核函数 k ( x , y) 及相应参数 ;

2) 根据算法 1确定子空间{ <( x i ) } 1≤i≤M 的一组

基 <( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x br ) ;

3) 根据式 (7) 确定一组标准正交基β1 ,β2 , ⋯,

βr ,并求解 <( x i ) 在该组基下的坐标向量 y i (见式

(8) ) ;

4) 对数据集 Y = { y1 , y2 , ⋯, y M } 执行 PCA ,求

得其主轴方向 (按降续排列)γ1 ,γ2 , ⋯,γr ;

5) 根据式 (9) ,得到 <( X) 的主轴方向 v1 , v2 ,

⋯, v r ,并选取前 p (1 ≤ p ≤ r) 个用于特征提取 ;

6) 对一个新样本 x ,按式 (14) 计算其主分量.

5　实验分析
　　为了验证本文算法的效果 ,本文选用了一组模

拟数据与实测数据进行实验 ,并同 KPCA 进行了比

较.需要说明的是在确定子空间的基时 ,考虑到计算

误差的客观存在 ,把式 (6) 替换为 ktt - KT
st G Kst ≤ε,

本文实验取ε= 0 . 1 .

模拟数据是一组二维数据 ,生成方式为 x 服从

[ - 1 ,1 ]均值分布 , y按方程 y i = ( x2 / e + l) +ε生

成 ,其中 e = 2 , l = - 1 ,ε是服从均值为 0 ,方差为0 . 2

的高斯分布的噪声.实验中 ,对训练样本数目 M =

200 ,300 ,400 ,500 ,600时 ,分别用两种方法提取数

据的特征 ,其中核函数均采用 d = 2的多项式形式

k ( x , y) = ( x T y) d .

图 1显示的是 M = 200时 ,两种方法所得到的

主分量在输入空间中的等高线.其中离散点表示模

拟数据 , 虚曲线表示等高线. 从上到下 , 分别为

KPCA与 F KPCA ;从左到右为特征值按降序排列的

前 3个主分量 ,特征值标在图的上方.图中同一曲线

上的点表示 :在特征空间中 ,这些点在该主轴方向上

的投影值相同. 该曲线称为等高线. 从图中可以看

出 ,两种方法得到的等高线基本一致 ,说明二者提取

的数据特征基本相同.当 M 取其他数值时 ,可得到

类似的结果.

图 1　主分量在输入空间中的等高线

在 F KPCA 的求解过程中 ,训练样本在特征空

间中所张成的子空间的维数 (即基的个数) r ,当 M

取上述不同值时 ,均有 r = 4 .说明这组模拟数据映

射后 ,在特征空间中具有较强的线性相关性 ,因此随

着 M的增加 ,训练样本映射后所张成的子空间的维

数却没有增加. 所以 ,对于不同的 M , F KPCA 的计

算复杂度均为 O(43 ) ,相比 KPCA 的计算复杂度

O( M3 ) ,计算代价大大降低.特别是随着 M 的增大 ,

优势更加明显.图 2 描绘的是 M 不同时 , KPCA 与

F KPCA对同一组测试样本提取特征所花费的时间

比值 (即速度比) 曲线.比值越大 ,说明 F KPCA相比

于 KPCA的特征提取速度快.从图 2可以看出 ,无论

M取何值 , F KPCA 的特征提取速度都有不同程度

的提高 ,特别是随着 M的增加 ,优势更加明显.比如

M = 600时 ,二者的比值高达 182 .

图 2　特征提取速度比随 M的变化曲线

实测数据集选自 U SPS手写体数据库.该数据

库包含了手写体数字 0 ～ 9 的训练集和测试集 ,每

个样本 256维.本文针对双数数字做降噪实验.每个

数字随机选取 500个训练样本 ,50个测试样本 ,并对
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测试数据按如下方式加噪声 :1) 均值为 0 ,方差为

0 . 2的高斯噪声 ;2) 概率为 0 . 3的椒盐噪声.本文首

先用两种方法对训练集进行特征提取 ,并保留前 16

个特征向量 (相应的特征值按降序排列) ,然后对噪

声测试样本做降噪处理.其中 :核函数采用高斯形式

k ( x , y) = - exp ( ‖x - y‖2 / nc) , n为输入空间维

数 ,实验中 c = 0 . 1 .与 PCA不同 , KPCA不能直接重

构图像.为此 ,本文采用文献[9 ]提出的一个迭代算

法进行降噪处理.

设 x是原始图像 ,则重构图像 z 可由如下迭代

公式得到[9 ] :

znew =
∑
m

i = 1

θi exp ( - ‖�x i - z‖2 / (2σ2 ) ) �x i

∑
m

i = 1

θi exp ( - ‖�x i - z‖2 / (2σ2 ) )

,

(15)

其中 �x1 , �x2 , ⋯, �x m 表示用以表达 F中主轴方向 v1 ,

v2 , ⋯, vk 的训练样本.对 KPCA 而言 , �x1 , �x2 , ⋯, �x m

就是所有的训练样本 x 1 , x2 , ⋯, x M ;对 F KPCA 而

言 , �x1 , �x2 , ⋯, �x m 是 子 空 间 {φ( x i ) } 1≤i≤M 的 基

<( x b1 ) , <( x b2 ) , ⋯, <( x br ) 所对应的训练样本 x b1 ,

x b2 , ⋯, x br .θi = ∑
k

j = 1
d j ( x)αj

i , 这里αj
i 满足 v j =

∑
m

i = 1

αj
i <( �x i ) , d j ( x) 则表示 <( x) 在 v j上的主分量 ,即

d j ( x) = ∑
m

i = 1

αj
i k ( �x i , x) .

图 3　两种方法对 USPS数据的降噪结果

表 1　两种方法在不同数字上的特征提取速度比

符 　号 0 2 4 6 8

训练样本数 500 500 500 500 500

基的个数 313 492 365 266 371

特征提取速度比 7 . 06 4 . 62 12 . 68 14 . 6 6 . 54

　　图 3显示了两种方法对 U SPS数据的降噪结

果.从图中可以看出 ,无论 KPCA 还是 F KPCA ,都

可以达到较好的降噪效果.说明两种方法提取的特

征基本相同.表 1列出了两种方法用于不同数字的

特征提取速度比 (特征提取速度比是指运用 KPCA

与 F KPCA对同一组测试样本提取特征所花费的时

间比) .从表 1中可以看出 ,对于不同数字 ,其基的个

数不同 ,说明不同数字的训练样本映射后的子空间

维数不同.但基的个数均小于训练样本数 ,说明该样

本间存在线性相关关系.反映到特征提取速度上 ,从

图 3中可以看出 F KFDA比 KPCA快.

6　结 　　论
　　数据集 <( X) 在特征空间 F中所张成的子空间

{ <( x i ) } 1≤i≤M 的空间结构可由一组标准正交基来反

映 ,而且 <( x i ) 与 <( x j ) 正交 ,则它们在这组基下的

投影坐标向量 y i 与 y j 也正交.基于上述性质 ,提出

一种 KPCA的快速算法 ———F KPCA .即将 <( X) 中

的所有核样本向一组标准正交基上做投影 ,则对数

据集 <( X) 的主分量分析 , 也就是原输入空间的

KPCA ,转化为对投影坐标向量所构成的数据集 Y

的主分量分析.本文从理论上保证了上述结论成立.

该算法的计算复杂度仅为 O( r3 ) ( r为基的个数) ,相

比于 KPCA的计算复杂度 O( M3 ) ,计算代价大大降

低 ,同时测试阶段的特征提取速度得到较大提高 ,解

决了大训练集对 KPCA 的计算代价以及特征提取

速度的制约.而且基于向量间的线性相关性理论 ,本

文专门设计了一个优化算法以“加速”子空间

{ <( x i ) } 1≤i≤M 的基的确定.

本文的算法设计思想可以推广到其他的核方法

中 ,特别是用以寻找子空间{ <( x i ) } 1≤i≤M 基的优化

算法.如何将本文算法推广到其他核方法中 ,简化计

算 ,是一个值得探讨的问题.
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图 4　当τ = 2时控制律 u( t) 曲线

数 k下仿真曲线如图 3和图 4所示.其中 :①为 k =

1 ; ②为 k = 3 ; ③为 k = 7 .

当τ= 2时性能指标及控制精度如表 2所示.

表 2　当τ = 2时不同迭代次数时的性能指标

k 1 2 4 6 7

J k 0 . 062 5 0 . 023 5 0 . 012 7 0 . 010 7 0 . 010 3

ΔJ / 0 . 655 4 0 . 490 2 0 . 415 1 0 . 044 7

　　从表 2也可看出 ,随着迭代次数增加 ,性能指标

相对误差逐渐减小. 当 k = 7 时 ,满足控制精度要

求 ,因此可以把 u7 ( t) 作为近似最优减振控制律.

由两个表对照可以得出 ,随着时滞的增大 ,本文

给出方法的迭代次数增加 ,控制质量也随之降低 ,但

系统的性能指标仍趋于一稳定值 ,同时对扰动仍有

很好的抑制作用.

7　结 　　论
　　本文研究时滞非线性系统在外部正弦干扰作用

下的最优减振控制问题 ,给出了最优减振控制律的

设计过程 ,并给出了一种设计实际近似最优减振控

制律的无滞后方法.仿真结果表明该方法对外部正

弦扰动在不同的时滞下都有良好的鲁棒性.
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