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受正弦扰动时滞非线性系统的近似最优减振控制
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摘　要 : 研究时滞非线性系统在正弦扰动作用下的最优减振控制问题 ,给出一种无时滞近似最优减振控制律的迭代

方法.通过假设 Lagrange算子 ,将由原系统最优控制问题得到的既含时滞项又含有超前项的非线性两点边值问题转

换为新的有利于求解的形式 ,再通过构造序列将其转化为不含时滞项和超前项的线性非齐次两点边值问题序列.证

明了该序列的收敛性 .通过交替迭代序列得到了系统最优减振控制律.仿真结果表明 ,该方法在不同时滞下对扰动都

具有很好的鲁棒性.
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Abstract : A non2delay approximate optimal approach of solving the optimal damping control (ODC) law is presented.

By supposing the Lagrange operator , an original nonlinear two2point boundary value ( TPBV) problem with both time2
delay and time2advance terms is t ransformed into new form solved conveniently , then by const ructing sequences , a

sequence of linear TPBV problems without delay or advance terms are obtained. The sequence of the solutions

uniformly converges to the solution of the original optimal control problem. By iterative solution , the approximate

ODC law is obtained. Simulation result s show the approximate ODC law is robust to sinusoidal disturbances in

different time2delay.
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1　引　　言
　　许多实际控制系统都具有时滞、非线性和受扰

动等特性 ,这些都是难以避免的 ,因此研究受扰时滞

非线性系统更贴近实际控制系统.在众多扰动中正

弦扰动非常典型[ 1 ] ,且经常出现在各类实际系统中 ,

例如飞机姿态控制系统[2 ] ;海洋平台的振动控制系

统[3 ] ;磁盘控制系统等.对受扰动时滞非线性系统的

最优控制问题 ,由极大值原理会导致求解既含有时

滞项又含有超前项的非线性两点边值问题.对这类

问题的求解很困难 ,目前仍没有很好的解决办法 ,常

采用近似方法求其数值解 ,如 Galerkin 逐次逼近

法[4 ]、级数展开法[5 ,6 ]、逐次逼近法[ 7 ]、ASRE方法[8 ]

及 SDRE迭代算法[9 ]等.

本文针对正弦扰动作用下时滞非线性系统的最

优控制问题 ,给出一种求解近似最优减振控制律的

无滞后迭代方法 ,并通过数值仿真验证了该方法的

有效性.

2　问题描述
　　考虑如下受正弦扰动时滞非线性系统 :

Ûx ( t) = A x ( t) + A 1 x ( t - τ) + B u ( t) +

　　　 f ( x) + Dv ( t) , t > t0 ,

x ( t) = <( t) , - τ≤ t ≤ t0 .

(1)
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其中 : x ∈Rn 为状态向量 ; u ∈R r 为控制向量 ; v ∈

R p 为外部干扰向量 ; f ( x) 为非线性项 ; A , A 1 , B , D

为适当维数的常量矩阵 ; <( t) 为已知的连续初始向

量函数 ;τ> t0 为时滞.

假设 1　非线性项 f ( x) 满足 Lip schitz条件.

假设 2　正弦扰动 v ( t) 的动态特性方程如下 :

v ( t) =

v1 ( t)

v2 ( t)

…

v p ( t)

=

α1 sin (ω1 t +φ1 )

α2 sin (ω2 t +φ2 )

…

αp sin (ωp t +φp)

. (2)

　　选取有限时域的二次型性能指标 :

J =
1
2 [ x T ( t f ) Q f x ( t f ) +

∫
t f

t0

[ x T ( t) Qx ( t) + uT ( t) Ru ( t) ]d t] . (3)

其中 :Q , Q f 为半正定对称矩阵 ; R为正定对称矩阵.

最优控制问题是寻找最优控制律 u3 ( t) 使 J 在式

(1) 约束下取最小值.由极大值原理的必要条件 ,系

统 (1) 关于性能指标 (3) 的最优控制律为

u( t) = - R - 1 B Tλ( t) . (4)

其中λ( t) 为下面两点边值问题的解 :

Ûx ( t) = A x ( t) + A 1 x ( t - τ) + f ( x) -

　 　 　Sλ( t) + Dv ( t) , t0 ≤ t ≤ t f ;

- Ûλ( t) =

Qx ( t) + A Tλ( t) + f T
x ( x)λ( t) + A T

1λ( t +τ) ,

　　　　t0 ≤ t ≤ t f - τ;

Qx ( t) + A Tλ( t) + f T
x ( x)λ( t) ,

　　　　t f - τ< t < t f ;

(5)

x ( t) = <( t) , - τ≤ t ≤ t0 ,λ( t f ) = Q f x ( t f ) .

其中

S = B R - 1 B T , f T
x ( x) = 5 f T ( x) / 5 x .

3　简化两点边值问题
　　可以看出式 (5) 为既含时滞项 x ( t - τ) 又含超

前项λ( t +τ) 的非齐次两点边值问题.除了极特殊的

情形外 ,式 (5) 的解析解是不存在的.下面给出一种

求解该问题的无时滞迭代数值解法.

首先从式 (5) 中分离出线性部分 , 假设

Lagrange算子λ( t) 为

λ( t) = P( t) x ( t) + P1 ( t) v ( t) +

P2 ( t) vω( t) + g ( t) ; (6)

然后对式 (6) 等号两边分别求导数 ,有

Ûλ( t) = ÛP( t) x ( t) + P( t) Ûx ( t) + ÛP1 ( t) v ( t) +

P1 ( t) Ûv ( t) + ÛP2 ( t) vω( t) +

P2 ( t) Ûvω( t) + Ûg ( t) . (7)

因 v ( t) 为正弦扰动 ,所以存在

vω( t) = Ûv ( t) , (8)

Ûvω( t) = v̈ ( t) = - Ω2 v ( t) , (9)

其中

Ω = Diag (ω1 ,ω2 , ⋯,ωp ) .

　　把式 (6) 代入式 (5) 中的第 1式 ,然后式 (7) Ûλ( t)

与式 (5) 中的第 2式 - Ûλ( t) 比较系数可得 Riccati矩

阵微分方程

- ÛP( t) = A T P( t) + P( t) A -

　 　 　　P( t) S P ( t) + Q ,

P( t f ) = Q f ; (10)

和矩阵微分方程组

- ÛP1 ( t) = [ A T - P( t) S ] P1 ( t) -

　　　　　P2 ( t)Ω2 + P( t) D ,

P1 ( t f ) = 0 , (11)

- ÛP2 ( t) = [ A T - P( t) S ] P2 ( t) + P1 ( t) ,

P2 ( t f ) = 0 ; (12)

以及伴随向量方程

- Ûg ( t) =

[ A - S P ( t) ]T g ( t) + P( t) A 1 x ( t - τ) +

P( t) f ( x) + f T
x ( x)λ( t) + A T

1λ( t +τ) ,

　　　　t0 ≤ t ≤ t f - τ;

[ A - S P ( t) ]T g ( t) + P( t) A 1 x ( t - τ) +

P( t) f ( x) + f T
x ( x)λ( t) ,

　　　　t f - τ< t < t f ;

g ( t f ) = 0 . (13a)

将式 (6) 代入式 (5) 的第 1式 ,可得状态方程

Ûx ( t) =

[ A - S P ( t) ] x ( t) + [ D - S P1 ( t) ] v ( t) -

S g ( t) - S P2 ( t) vω( t) + A 1 x ( t - τ) + f ( x) ,

(13b)

x ( t) = <( t) , - τ≤ t < t0 .

再代入式 (4) ,可唯一地确定系统最优控制律

u3 ( t) = - R - 1 B T [ P( t) x ( t) + P1 ( t) v ( t) +

P2 ( t) vω( t) + g ( t) ]. (14)

由于式 (13) 在变量 x ( t) 和 g ( t) 上仍是互相耦合的 ,

仍难于求解 ,但方便了构造序列解耦然后求解该问

题.为保证本文方法求解最优控制序列的收敛性 ,给

出下列引理.

4　系统序列收敛性引理
　　考虑受扰动的时滞非线性系统

Ûz ( t) = G( t) z ( t) + A 1 z ( t - τ) +

h( z ( t) , t) + Fw ( t) , t > t0 ,

z ( t) = <( t) , - τ≤ t ≤ t0 . (15)

其中 : z ∈Rn 为状态向量 ; w ∈ R p 为输入向量 ; G:

C1 ( R T ) →Rn×n ; R T = [ t0 , t f ] ; F为适当维数常量矩

阵 ; <( t) 为已知的状态向量的初始函数 ; h( t0 , t) ≡
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0 , h : C1 ( Rn ×R t0
) →Rn ,假设 h满足Lip schitz条件.

构造序列如下 :

Ûz ( k) ( t) = G( t) z
( k) ( t) + A 1 z

( k- 1) ( t - τ) +

　　　 　h( z
( k- 1) ( t) , t) + Fw ( t) , t > t0 ,

z
( k) ( t0 ) = <( t) , - τ≤ t ≤ t0 , k = 0 ,1 , ⋯.

(16)

　　引理 1　定义向量函数序列{ z
( k) ( t) } 为

　z
(0) ( t) =

　Φ( t , t0 ) <( t0 ) +∫
t

t0

Φ( t , r) Fw ( r) d r ,

　z
( k) ( t) =

　Φ( t , t0 ) <( t0 ) +∫
t

t0

Φ( t , r) [ A 1 z
( k- 1) ( r - τ) +

　h( z
( k- 1) ( r) , r) + Fw ( r) ]d r , t > t0 ,

　z
( k) ( t) = <( t) , - τ≤ t ≤ t0 , k = 1 ,2 , ⋯. (17)

其中 :Φ( t , t0 ) 是系统 (15) 对应于矩阵 G( t) 的状态

转移矩阵 , k 为迭代的次数. 则函数向量序列

{ z
( k) ( t) } 一致收敛于系统 (15) 的解.

证明略.

5　最优减振控制律设计
　　对于由式 (1) 描述的系统关于性能指标 (3) 的

最优控制问题 ,给出如下结果 :

定理 1　系统 (1) 关于性能指标 (3) 的最优减

振控制律由下式确定 :

u3 ( t) = - R - 1 B T [ P( t) x ( t) + P1 ( t) v ( t) +

P2 ( t) vω( t) + g
( ∞) ( t) ]. (18)

其中 : P( t) 是矩阵微分方程 (10) 的唯一半正定解 ;

P1 ( t) 是矩阵微分方程 (11) 的唯一解 ; P2 ( t) 是矩阵

微分方程 (12) 的唯一解 ; g
( ∞) ( t) = lim

k→∞
g

( k) ( t) ,伴随

向量 g
( k) ( t) 为如下两点边值问题序列的解 :

- Ûg ( k) ( t) =

[ A - S P ( t) ]T g
( k) ( t) + P( t) A1 x

( k- 1) ( t - τ) +

P( t) f ( x
( k- 1) ( t) ) + f T

x ( x
( k- 1) ( t) )λ( k- 1) ( t) +

A T
1λ( k- 1) ( t +τ) , t0 ≤ t ≤ t f - τ;

[ A - S P ( t) ]T g
( k) ( t) + P( t) A1 x

( k- 1) ( t - τ) +

P( t) f ( x
( k- 1) ( t) ) + f T

x ( x
( k- 1) ( t) )λ( k- 1) ( t) ,

　　　　　t f - τ< t < t f ;

g
( k) ( t f ) = 0 , k = 1 ,2 , ⋯. (19)

x
( k) ( t) 满足

　Ûx ( k) ( t) =

　[ A - S P ( t) ] x
( k) ( t) + [ D - S P1 ( t) ] v ( t) -

　S g
( k) ( t) - S P2 ( t) vω( t) +

　A 1 x
( k- 1) ( t - τ) + f ( x

( k- 1) ) ,

　x
( k) ( t) = <( t) , - τ≤ t < t0 , k = 1 ,2 , ⋯. (20)

其中

λ( k) ( t) = P( t) x
( k) ( t) + P1 ( t) v ( t) +

P2 ( t) vω( t) + g
( k) ( t) . (21)

　　证明 　求解由式 (13) 确定的两点边值问题 ,

构造两点边值问题族 (19) 和 (20) 及相应的控制序

列

u
( k) ( t) =

- R - 1 B T [ P( t) x
( k) ( t) + P1 ( t) v ( t) +

P2 ( t) vω( t) + g
( k) ( t) ] , (22)

其中 k为迭代次数.

首先令 g
(0) ( t) = 0 , x

(0) ( t) = 0 , f ( x
(0) ) = 0 ,

x
(0) ( t - τ) = 0 ,λ(0) ( t +τ) = 0 ,则构造序列 (19) 式

g
( k) ( t) 的第 1次迭代为如下形式 :

- Ûg (1) ( t) = [ A - S P ( t) ]T g
(1) ( t) +

　 　　　　f T
x ( x

(0) ( t) )λ(0) ( t) ,

g
(1) ( t f ) = 0 . (23)

这是一个无时滞的线性微分方程 ,式中各项都是已

知的 ,通过反向积分可以解出 g
(1) ( t) . 然后求解

x
( k) ( t) ,可以看出在求 x

(1) ( t) 的式中 g
(1) ( t) 已知.

Ûx (1) ( t) =

[ A - S P ( t) ] x
(1) ( t) + [ D - S P1 ( t) ] v ( t) -

S P2 ( t) vω( t) - S g
(1) ( t) , (24)

x
(1) ( t) = <( t) , - τ≤ t < t0 .

则可方便地解出 x
(1) ( t) , 进而可解出 f ( x

(1) ) ,

λ(1) ( t) , x
(1) ( t -τ) 和 g

(1) ( t +τ) .重新开始第 2次迭

代 ,下式中各项都由前一步迭代求出 ,即

- Ûg (2) ( t) =

[ A - S P ( t) ]T g
(2) ( t) + P( t) A 1 x

(1) ( t - τ) +

P( t) f ( x
(1) ( t) ) + f T

x ( x
(1) ( t) )λ(1) ( t) +

A T
1λ(1) ( t +τ) , t0 ≤ t ≤ t f - τ;

[ A - S P ( t) ]T g
(2) ( t) + P( t) A 1 x

(1) ( t - τ) +

P( t) f ( x
(1) ( t) ) + f T

x ( x
(1) ( t) )λ(1) ( t) ,

　　　　t f - τ< t < t f ;

g
(2) ( t f ) = 0 . (25)

所以可解出 g
(2) ( t) ,进而由下式 :

Ûx (2) ( t) =

[ A - S P ( t) ] x
(2) ( t) + [ D - S P1 ( t) ] v ( t) -

S g
(2) ( t) - S P2 ( t) vω( t) +

A 1 x
(1) ( t - τ) + f ( x

(1) ) ,

x
(2) ( t) = <( t) , - τ≤ t < t0 , (26)

解出 x
(2) ( t) .

由式 (23) ～ (26) 可以看出两点边值问题族

(19) 和 (20) 是一个交替迭代求解过程 , 很明显

P( t) , P1 ( t) 和 P2 ( t) 都为已知函数 ,可通过矩阵方

程 (10) ～ (12) 一次离线求出 , 而且 f ( x
( k- 1) ) ,

x
( k- 1) ( t) ,λ( k- 1) ( t) , x

( k- 1) ( t -τ) 和λ( k- 1) ( t +τ) 在前

一次迭代中可以求出.当 k ≥1 ,必定可以交替解得

5501
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g
( k) ( t) 与 x

( k) ( t) 的值 ,进而对第 k近似最优化问题 ,

可以求得 u
( k) ( t) 的值.

现在证明控制序列{ u
( k) ( t) } 的收敛性.为方便

讨论迭代逐次求解收敛性 , 分别将 { x
( k) ( t) } 和

{ g
( k) ( t) } 视为 CN [ t0 , t f ]的一个序列.注意到 k在序

列 (19) , (20) 和 (22) 中意义与引理 1 中意义相同 ,

所以两点边值问题 (19) 和 (20) 的解序列{ g
( k) ( t) }

和{ x
( k) ( t) } 是一致收敛的.当 k →∞时 ,状态向量

序列{ x
( k) ( t) } 的极限 x 3 ( t) 即为最优状态轨线 ,即

lim
k→∞

g
( k) ( t) = g ( t) ,

lim
k→∞

x
( k) ( t) = x ( t) . (27)

因为式 (22) 的解序列 { u
( k) ( t) } 是与 { x

( k) ( t) } 和

{ g
( k) ( t) } 相关的 ,所以它也是一致收敛的. { u

( k) ( t) }

的极限 u3 ( t) 即为最优减振控制律.

最后证明 u3 ( t) 的唯一性. u3 ( t) 的唯一性由

P( t) , P1 ( t) 和 P2 ( t) 唯一确定 ,方程 (10) 是关于

P( t) 的 Ricatti矩阵微分方程 ,有唯一的半正定解.

而式 (11) 和 (12) 是微分方程 ,必定有唯一解 P1 ( t)

与 P2 ( t) ,所以 u 3 ( t) 是唯一的. □

在实际系统的最优减振控制律设计中 ,伴随方

程解序列{ g
( k) ( t) } 的极限 g

( ∞) ( t) 一般是无法精确

求出的 ,通常可通过伴随方程的第 k次迭代值来近

似其精确解 ,从而得到第 k阶近似最优减振控制律

uk ( t) =

- R - 1 B T [ P( t) x ( t) + P1 ( t) v ( t) +

P2 ( t) vω( t) + g
( k) ( t) ] , (28)

其中 x ( t) 是将 u
( k) ( t) 代入式 (1) 解得的精确解.

迭代次数 k的选取有多种方法 ,本文根据事先

给定性能指标误差精度ε> 0的方法选取 ,如果性能

指标满足ΔJ = | ( J k - J k- 1 ) / J k | <ε,则确定 k ,得

到第 k阶近似最优减振控制律.

6　举例与仿真
　　考虑由 (1) 描述的系统 ,参数如下 :

A =
0 1

- 1 3
, A 1 =

0 0 . 6

- 0 . 8 - 1
,

B =
0

1
, D =

1 0

0 1
,

f ( x) =
x1 x2

x2
1 - x2

2

, x ( t) = 0 .

正弦扰动表达式为

v ( t) =
0 . 2sin (π/ 2 t)

0 . 1sin (π/ 3 t)
,

选取系统的性能指标 (3) 的参数为

Q f =
1 0

0 1
, Q =

2 0

0 2
,

R = 1 , t f = 40 .

若预先取定ε= 0 . 05 ,当有ΔJ <ε时 ,满足控制精度

要求 ,可以认为 uk ( t) 为近似最优减振控制律.

1) 当时滞τ= 0 . 5时 , x1 ( t) 和 u( t) 在不同的迭

代次数 k下的仿真曲线如图 1和图 2所示.其中 :①

为 k = 1 ; ②为 k = 2 ; ③为 k = 4 .

图 1　当τ = 0 . 5时状态变量 x1 ( t) 曲线

图 2　当τ = 0 . 5时控制律 u( t) 曲线

当τ= 0 . 5时性能指标及控制精度如表 1所示.

表 1　当τ = 0. 5时不同迭代次数时的性能指标

k 1 2 3 4

J k 0 . 048 6 0 . 013 0 0 . 012 3 0 . 011 9

ΔJ / 0 . 731 5 0 . 053 3 0 . 035 4

　　从表 1中可以看出 ,性能指标 J 1 > J 2 > J 3 >

J 4 ,即性能指标值随迭代次数增加而减小 ,并趋于一

个稳定的最优性能指标 J 3 .从表 1也可看出 ,随着

迭代次数增加 ,性能指标相对误差逐渐减小.当 k =

4时 ,满足控制精度要求 ,因此可把 u4 ( t) 作为近似

最优减振控制律.

2) 当时滞τ= 2时 , x1 ( t) 和 u( t) 在不同迭代次

图 3　当τ = 2时状态变量 x1 ( t) 曲线
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图 4　当τ = 2时控制律 u( t) 曲线

数 k下仿真曲线如图 3和图 4所示.其中 :①为 k =

1 ; ②为 k = 3 ; ③为 k = 7 .

当τ= 2时性能指标及控制精度如表 2所示.

表 2　当τ = 2时不同迭代次数时的性能指标

k 1 2 4 6 7

J k 0 . 062 5 0 . 023 5 0 . 012 7 0 . 010 7 0 . 010 3

ΔJ / 0 . 655 4 0 . 490 2 0 . 415 1 0 . 044 7

　　从表 2也可看出 ,随着迭代次数增加 ,性能指标

相对误差逐渐减小. 当 k = 7 时 ,满足控制精度要

求 ,因此可以把 u7 ( t) 作为近似最优减振控制律.

由两个表对照可以得出 ,随着时滞的增大 ,本文

给出方法的迭代次数增加 ,控制质量也随之降低 ,但

系统的性能指标仍趋于一稳定值 ,同时对扰动仍有

很好的抑制作用.

7　结 　　论
　　本文研究时滞非线性系统在外部正弦干扰作用

下的最优减振控制问题 ,给出了最优减振控制律的

设计过程 ,并给出了一种设计实际近似最优减振控

制律的无滞后方法.仿真结果表明该方法对外部正

弦扰动在不同的时滞下都有良好的鲁棒性.
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