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受时变约束柔性臂鲁棒 RBF神经网络力/位置控制

曹小涛 , 李元春
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摘　要 : 研究了受时变约束的柔性臂系统 ,建立了分布参数模型 ,通过奇异摄动方法将该模型划分为表征系统刚性

运动的集中参数子系统和表征系统振动的分布参数子系统.设计了集中参数子系统的鲁棒 RBF神经网络力/位置控

制算法和分布参数子系统的鲁棒自适应振动抑制控制算法.理论分析及仿真结果验证了该方法的有效性.
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Abstract : Time varying const rained flexible manipulator system is studied. The dist ributed parameter model is

obtained. Then , the obtained model is divided into two subsystems which include a lumped parameter subsystem

describing the rigid motion and a dist ributed parameter subsystem expressing the vibration by virtue of the singular

perturbation method. A robust RBF neural network force/ position controller of lumped parameter subsystem is

designed and a robust adaptive controller is designed to suppress the vibration of the system. Theoretic analysis and

numerical simulation show the effectiveness of the proposed control method.
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1　引　　言
　　柔性机械臂在从事装配、抛光、擦洗等受约束的

工作中 ,环境会施加给机械臂作用力 ,因此必须考虑

力和位置的混合控制问题.而在实际工作中环境有

可能是变动的 ,因此可将系统受到的约束划分为非

时变和时变两种.针对受非时变约束的刚性臂系统

已经有很多学者进行了研究[1 ,2 ] ;针对受时变约束

的刚性臂系统 ,文献[ 3 ]提出了基于关节空间正交化

的自适应控制方法.针对受非时变约束柔性臂系统 ,

一些学者提出了自适应模糊[ 4 ]、奇异摄动[5 ]、递归神

经网络[6 ]等方法.然而对于受时变约束的柔性臂系

统却很少有学者研究.

从国内外研究现状来看 ,柔性臂系统的模型多

数建立于集中参数模型的基础上.集中参数模型由

于存在控制和观测溢出等问题 ,被忽略的剩余模态

容易使闭环系统不稳定.另一方面 ,基于集中参数模

型设计的控制器 ,为解决溢出等问题 ,通常控制器结

构和阶次比较高 ,不易工程实现.因此 ,一些学者直

接研究了柔性臂的分布参数模型 ,提出了剪切力反

馈[7 ]、应变反馈[8 ]、变结构[ 9 ]等控制方法.然而这些

方法均是针对不受约束的柔性臂系统设计的 ,而针

对受约束柔性臂系统的准静态控制方法[10 ]无法保

证系统理论上的稳定性.

本文针对受时变约束的柔性臂系统 ,建立了分

布参数模型 ,避免了集中参数模型带来的问题.通过

奇异摄动方法将模型划分为表征系统刚性运动的集

中参数子系统和表征系统振动的分布参数子系统 ,

降低了分布参数模型的复杂性.本文针对集中参数

子系统 ,设计了鲁棒 RBF神经网络力位置控制器 ;

针对分布参数子系统 ,设计了鲁棒自适应控制器以
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抑制系统的振动.

2　分布参数模型的建立

图 1　受时变约束双连杆柔性臂

　　如图 1所示 ,本文的研究对象为水平面的柔性

臂系统 ,时变约束面与 X 轴的夹角为α( t) .柔性臂

第 1个连杆为刚性 ,第 2个为柔性.长度分别为 L i ( i

= 1 ,2) ,柔性连杆质量密度为ρ;抗挠刚度为 EI ; J i

和τi 分别表示电机 i 的转动惯量和力矩 ;θi 为关节

角 ; m i 表示连杆末端的集中质量. u ( t , r) 表示柔性

连杆在 r处的形变 ; L 3 为约束面与 X轴的交点到原

点的距离. Q( t) 表示 i2 方向轴向力. 本文以上标

“点”表示对 t的导数 ;以右上标“′”表示对 r的导数.

下标“E”表示“r = L 2”;下标“0”表示“r = 0”. 以

( X P2 , Y P2
) 表示柔性臂末端与约束面接触点的坐

标 ,系统的约束条件可表示为

Φ( X P2 , Y P2
) = ( L 3 - X P2

) t gα+ Y P2 = 0 ; (1)

正交单位矢量 ( i1 , j1 ) 和 ( i2 , j2 ) 可以表示为

i1 = [cosθ1 , sinθ1 ]T , j1 = [ - sinθ1 ,cosθ1 ]T ,

i2 = [cos (θ1 +θ2 ) , sin (θ1 +θ2 ) ]T ,

j2 = [ - sin (θ1 +θ2 ) ,cos (θ1 +θ2 ) ]T . (2)

　　以 Pi 表示连杆 i末端的位置矢量 , r2 表示柔性

连杆上位置 r处的位置矢量 ,则

P1 = L 1 i1 , P2 = L 1 i1 + L 2 i2 + uE j 2 ,

r2 = L 1 i1 + ri2 + uj 2 . (3)

　　由式 (1) ～ (3) 可知系统的约束条件为

Φ = [ L 3 - L 1 cosθ1 - L 2 co s (θ1 +θ2 ) +

uE sin (θ1 +θ2 ) ]t gα+ L 1 sinθ1 +

L 2 sin (θ1 +θ2 ) + uEcos (θ1 +θ2 ) ; (4)

　　系统的动能为

T =
1
2

J 1θ
·

2
1 +

1
2

J 2 (θ
·

1 +θ
·

2 ) 2 +

1
2 ∑

2

i = 1
m i ÛP T

i ÛP i +
1
2∫

L2

0
ρÛr T

2 Ûr2 d r; (5)

　　势能为

V =
1
2∫

L2

0
EI ( u″) 2 d r -

1
2∫

L2

0
Q( t) ( u′) 2 d r; (6)

　　虚功为

δW = ∑
2

i = 1

τiδθi . (7)

　　定义λ为与约束条件 (4) 相关的拉格朗日乘子.

将式 (4) ～ (7) 代入哈密顿原理[10 ] ,可得系统的分

布参数模型为

M (θ)θ̈+ C(θ,θ
·

)θ
·

+ F(θ,θ
·

Ûu , Ûu E , ü , ü E) =

τ+λ5Φ
5θ; (8)

ü ( t , r) +
EI
ρ u″″( t , r) +

Q( t)
ρ u″( t , r) =

- r(θ̈1 +θ̈2 ) - L 1θ̈1 cosθ2 - L 1θ
·

2
1 sinθ2 ; (9)

u( t ,0) = u′( t ,0) = u″( t , L 2 ) = 0 ,

EI ( m2

ρu″″E + uÊE) + Q( t) u′E = - λ 5Φ
5 uE

. (10)

其中
θ= [θ1 ,θ2 ]T ,τ= [τ1 ,τ2 ]T ,

C = [ C1 , C2 ]T , F = [ F1 , F2 ]T ,

M =
M11 M12

M21 M22

,
5Φ
5θ = [

5Φ
5θ1 ,

5Φ
5θ2 ]

T
.

M11 = J 1 + J 2 + m1 L 2
1 + m2 L 2

1 + m2 L 2
2 +

　　　2 m2 L 1 L 2 co sθ2 +ρL 2
1 L 2 +

　　　ρL 3
2 / 3 +ρL 1 L 2

2 cosθ2 ,

M12 = M21 =

J 2 + m2 L 2
2 + m2 L 1 L 2 cosθ2 +

ρL 3
2 / 3 +ρL 1 L 2

2 cosθ2 / 2 ,

M22 = J 2 + m2 L 2
2 +ρL 3

2 / 3 ,

C11 = - m2 L 1 L 2θ
·

2 sinθ2 - ρL 1 L 2
2θ
·

2 sinθ2 / 2 ,

C12 = - m2 L 1 L 2 (θ
·

1 +θ
·

2 ) sinθ2 -

　 　 - ρL 1 L 2
2 (θ
·

1 +θ
·

2 ) sinθ2 / 2 ,

C21 = m2 L 1 L 2θ
·

1 sinθ2 +ρL 1 L 2
2θ
·

1 sinθ2 / 2 ,

C22 = 0 ,

F1 = - 2 ( m2 L 1 Ûu E +ρL 1∫
L2

0
Ûud r) (θ

·

1 +

　 　θ
·

2 ) sinθ2 + m2 ( L 1 cosθ2 + L 2 ) ü E +

　 　ρ∫
L2

0
( L 1 sinθ2 + r) üd r ,

F2 = m2 L 2 ü E +ρ∫
L2

0
r̈ud r.

　　由动力学方程可以看出 ,系统是复杂的微分偏

微分混合方程组 ,直接从其出发研究控制策略十分

困难.为便于以下奇异摄动模型的推导 ,根据式 (9)

和 (10) ,在 (8) 中消去 ü和 ü E项可得式 (8) 的另一种

形式为

　　J 2 (θ̈1 +θ̈2 ) + G(θ2 ,θ
·

1 ,θ
·

2 ,θ̈1 , Ûu , Ûu E) +

879
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　　EIL 1 cosθ2 uÊ0 - EI u″0 + Q( t) uE =

　　τ1 +λ5Φ
5θ1 - ( L 2 + L 1 cosθ2 )λ 5Φ

5 uE
, (11)

　　J 2 (θ̈1 +θ̈2 ) - EI u″0 + Q( t) uE =

　　τ2 +λ5Φ
5θ2 - L 2λ 5Φ

5 uE
. (12)

其中

G =

[ J 1 + m1 L 2
1 + ( m2 +ρL 2 ) L 2

1 sin2θ2 ]θ̈1 -

( m2 +ρL 2 ) L 2
1θ
·

2
1 sinθ2 co sθ2 -

( m2 L 2 +ρL 2
2 / 2) L 1 (θ

·

1 +θ
·

2 ) 2 sinθ2 -

2 ( m2 Ûu E +ρ∫
L2

0
Ûud r) L 1 (θ

·

1 +θ
·

2 ) sinθ2 .

3　分布参数奇异摄动模型
　　首先 ,引入摄动参数 1/ε= EIL - 4

2 /ρ,定义新变

量 x = r/ L 2 , x ∈[0 ,1 ] , y = u/ L 2 ,设 y =εz .

3 . 1　集中参数子系统

将以上所定义的变量代入动力学方程 (8) 中 ,

并令摄动参数ε= 0 ,可得集中参数子系统为

M (θs)θ̈s + C(θs ,θ
·

s)θ
·

s =τs +λ5Φ5θ ε= 0
. (13)

其中 :下标“s”表示集中参数子系统的变量 ,下标“ε

= 0”表示摄动参数为 0时的值.式 (13) 与受约束刚

性臂的动力学方程相同.

3 . 2　分布参数子系统

利用式 (9) ,在式 (11) 中消去θ̈1 +θ̈2 项 ,并将所

定义的变量代入其中 ,可得

ε̈z ( t , x) + z xx x x ( t , x) + QL - 2
2εz xx ( t , x) /ρ=

- x[τ1 +λ5Φ
5θ1 - ( L 2 + L 1 cosθ2 )λ 5Φ

5 uE
-

G(θ2 ,θ
·

1 ,θ
·

2 ,θ̈1 , Ûz , Ûz ( t ,1) ) -

ρL 1 L 2
2 cosθ2 z xx x ( t ,0) +

ρL 3
2 z xx ( t ,0) - Q( t) L 2εz ( t ,1) ]/ J 2 -

( L 1θ̈1 cosθ2 + L 1θ
·

2
1 sinθ2 ) / L 2 , (14)

其中下标”x”表示变量对 x的偏导数.

为推导分布参数子系统 ,首先在式 (14) 中令摄

动参数ε= 0 ,可得

z xx x xs ( t , x) =

- x[τ1s +λ5Φ5θ1 ε= 0
- ( L 2 +

L 1 cosθ2s)λ
5Φ
5 uE ε= 0

- G(θ2s ,θ
·

1s ,θ
·

2s ,θ̈1s ,0 ,0) -

ρL 1 L 2
2 cosθ2s z xx xs ( t ,0) +ρL 3

2 z xxs ( t ,0) ]/ J 2 -

( L 1θ̈1sco sθ2s + L 1θ
·

2
1s sinθ2s) / L 2 . (15)

　　定义新变量 z f = z - zs ,τf =τ-τs ,其中下标

“f”表示分布参数子系统的变量.将这两个变量以

及式 (15) 代入 (14) 并考虑到θ≈θs ,可得
ε̈z ( t , x) + z xx x x f ( t , x) + QL - 2

2εz xx ( t , x) /ρ=

- x{τ1 f - ρL 1 L 2
2 cosθ2s z xx x f ( t ,0) +

λL 2εz ( t ,1) [cos (θ1s +θ2s) t gα-

sin (θ1s +θ2s) ] + 2ε[ m2 L 2 Ûz ( t ,1) +

ρL 2
2∫

1

0
Ûzd x ]L 1 (θ

·

1s +θ
·

2s) sinθ2s +

ρL 3
2 z xx f ( t ,0) - Q( t) L 2εz ( t ,1) } / J 2 . (16)

　　在式 (16) 中引入伸长时标μ = t/ ε,并考虑集

中参数子系统的变量 z s 和θs 在伸长时标的情况下

为常量 ,即对伸长时标μ的导数为 0 ,可得

zμμf (μ, x) + z xx x x f (μ, x) +

QL - 2
2εz xx (μ, x) /ρ=

- x{τ1 f - ρL 1 L 2
2 cosθ2s z xx x f (μ,0) +

λL 2εz (μ,1) [cos (θ1s +θ2s) t gα-

sin (θ1s +θ2s ) ] +ρL 3
2 z xx f (μ,0) -

Q(μ) L 2εz (μ,1) } / J 2 . (17)

　　由于摄动参数很小 ,ε≈ 0 ,由上式可得

zμμf (μ, x) + z xx x x f (μ, x) =

- x[τ1 f - ρL 1 L 2
2 cosθ2s z xx x f (μ,0) +

ρL 3
2 z xx f (μ,0) ]/ J 2 . (18)

同理 ,利用式 (9) ,在 (12) 中消去θ̈1 +θ̈2 项 ,并采用

与以上相同的方法 ,可得

zμμf (μ, x) + z xx x x f (μ, x) =

- x[τ2 f +ρL 3
2 z xx f (μ,0) ]/ J 2 . (19)

同理 ,对于边界条件 (10) ,由以上方法 ,可得

z f (μ,0) = z xf (μ,0) = z xx f (μ,1) = 0 ,

m2

ρL 2
z xx x x (μ,1) + z xx x (μ,1) = 0 . (20)

　　分布参数子系统的方程为式 (18) 和 (19) ,其边

界条件为式 (20) .分布参数子系统的动力学方程表

示系统的振动 ,其模型较原分布参数模型简单.

4　集中参数子系统鲁棒 RBF神经网络控制
　　在ε= 0的情况下 ,由式 (4) 可知约束条件为
Φs (θ1s ,θ2s ,0 ,α) =

[ L 3 - L 1 cosθ1s - L 2 cos (θ1s +θ2s) ]tgα+

L 1 sinθ1s + L 2 sin (θ1s +θ2s ) = 0 . (21)

易验证5Φ
5θ ε= 0

=
5Φs

5θs
,因此集中参数子系统的模型

可表达为

M (θs)θ̈s + C(θs ,θ
·

s)θ
·

s +τd =

τs +λ5Φs

5θs
, (22)

979
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其中τd 表示系统未建模的动力学和外在干扰.

集中参数子系统的控制目的是使得系统 (22)

跟踪期望角度θsd和拉格朗日乘子λd .在式 (21) 的限

制下 ,θ1s 和θs2 中仅有一个独立变量 ,取该独立变量

为θ1s .假设总存在以下函数关系 :

θ2s =Ω(θ1s ,α) , (23)

且Ω二阶连续可微 ,定义新的状态变量

v = [ v1 , v2 ]T =

[θ1s ,θ2s - Ω(θ1s ,α) ]T = [θ1s ,0 ]T .

　　定义

T =
1 0

5Ω/ 5v1 1
,

H1 = [0 ,
5Ω
5αÛα]

T
, H2 = [0 , H22 ]T .

H22 =
52Ω
5v2

1
Ûv2

1 + 2 52Ω
5v1 5αÛv 1 Ûα+

　 　52Ω
5α2 Ûα2 +

5Ω
5α̈
α,

则以下等式成立 :

θ
·

s = TÛv + H1 , θ̈s = Tv̈ + H2 . (24)

　　将式 (23) , (24) 代入 (22) ,可得

M1

v̈1

λ
+ H +τd =τs . (25)

其中

M1 = [ M T E　 -
5Φs

5θs
] , E = [1 ,0 ]T ,

H = M H 2 + C( TÛv + H1 ) .

　　假设矩阵 M1 总是满秩的 ,定义滑模面

S =

Ûe1 + k1 e1

k2 (λ- λd) +∫(λ- λd ) d t
. (26)

其中 :e1 = v1 - v1 d ; k1 > 0 , k2 > 0为设计参数.则

ÛS = M - 1
1 τs + f - M - 1

1 τd , (27)

其中

f =
- v̈1 d + k1 e1

k2 (Ûλ- Ûλd ) - λd

- M - 1
1 H.

　　由于 RBF神经网络控制无需系统的精确模型

且能充分逼近复杂的非线性函数[11 ] ,本文中用 RBF

神经网络来近似非线性函数 f . RBF结构为

y1 = U N N ( W ,V , m , c) = W Tσ(V T x1 ) . (28)

其中 : y1 ∈R2×1 为神经网络输出 , x1 ∈R11×1为输入

量 , x1 = [ v1 , Ûv1 , v1 d , Ûv1 d , v̈1 d ,α,Ûα,α̈,λd ,Ûλ,Ûλd ]T ;V ∈

R11×k 表示输入层到隐层的连接权重 , k表示隐层节

点数目 ;σ ∈ Rk×1 为径向基函数 ,σ(V T x1 ) =

exp [ - (V T x1 - m) 2 / c2 ] ; m ∈Rk×1 , c ∈Rk×1为网络

的中心和宽度 ; W ∈Rk×2 表示隐层到输出层连接权

重.假设存在理想参数W 3 T ,V 3 T , m 3 , c3 ,使得函数

f 可被近似为

f ( x1 ) = W 3 Tσ(V 3 T x1 ) +ε1 , (29)

其中ε1 表示神经网络的近似误差.

本文提出的集中参数子系统控制器结构为

τs = M1 (τs0 +τs1 ) . (30)

其中τs0 和τs1 分别为 RBF神经网络和鲁棒控制器.

τs0 = - KS - Ŵ Tσ(V̂ T x1 ) . (31)

其中 : K ∈ R2×2 为对角正定矩阵 , ( ·̂) 表示函数

( ·) 3的估计值 , ( ·
～

)表示函数 ( ·) 3 - ( ·̂) .

�σ的 Taylor展开式为

�σ =σV �V T x1 +σm �m +σc�c + h. (32)

其中

σv = [
5�σ1

5 (V T x1 )
⋯ 5�σk

5 (V T x1 ) ]
V T x1 = V̂ T x1

∈Rk×k ,

σm = [
5�σ1

5m
⋯5�σk

5m m = m̂
∈Rk×k ,

σc = [
5�σ1

5c
⋯5�σk

5c ]
c = ĉ1

∈Rk×k ,

h为 Taylor展开式的高阶项.

将式 (29) ～ (32) 代入式 (27) ,化简得

ÛS = - KS + �W Tσ̂+ Ŵ TσV �V T x1 +

Ŵ Tσm �m + Ŵ Tσc�c +τs1 + E1 , (33)

其中

E1 = �W TσV �V T x1 + �W Tσm �m +

�W Tσc�c + W 3 T h +ε1 - M - 1
1 τd .

　　本文假设 E1 有界 , | E1 | ≤ψ.其中ψ = [ψ1 ,

ψ2 ]T .

定理 1　对于集中参数子系统 (22) ,取控制律

为式 (30) ,其中鲁棒控制器τs1 为

τs1 = -
S | S T | ψ̂( t)
‖S ‖2 +δ1

, (34)

Ûδ1 = - η2
| S T | ψ̂( t)
‖S ‖2 +δ1 ,

δ1 为设计的时变参数.

ψ̂( t) 以及神经网络权值的参数调整率为

Ŵ
·

=Γ1σ̂S T , V̂
·

=Γ2 x1 S T Ŵ TσV ,

ψ̂
·

( t) =η1 | S | , m̂
·

=Γ3 ( S T Ŵ Tσm ) T ,

ĉ
·

=Γ4 ( S T Ŵ Tσc)
T .

则集中参数子系统是渐近稳定的.其中 :Γi ( i = 1 ,2 ,

3 ,4) 为对称正定常数矩阵 ,ηi > 0 ( i = 1 ,2) 为设计

参数.

证明 　取 Lyap unov函数为

L a =
1
2

S T S +
1
2

t r ( �W TΓ- 1
1 �W) +

1
2

t r ( �V TΓ- 1
2 �V) +

1
2

t r ( �m TΓ- 1
3 �m) +

089



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 9 期 曹小涛等 : 受时变约束柔性臂鲁棒 RBF神经网络力 / 位置控制 　 　 　

1
2

t r (�cTΓ- 1
4 �c) +

1
2η1

�ψT �ψ+
1

2η2
δ2

1 , (35)

则 L a 对时间的导数为

ÛL a = - S T KS + t r [ �W T (Γ- 1
1 �W
·

+σ̂S T ) ] +

t r [ �V T (Γ- 1
2 �V
·

+ x1 S T Ŵ Tσv ) ] +

t r [ �m T (Γ- 1
3 �m
·

+ S T Ŵ Tσm ) ] +

t r [�cT (Γ- 1
4 �c
·

+ S T Ŵ Tσc) ] + S Tτs1 +

S T E1 +
1
η1

�ψT �ψ
·

+
1
η2
δ1 Ûδ1 =

- S T KS - S T S | S T | ψ̂( t)
‖S ‖2 +δ1

+

S T E1 - �ψT | S | - δ1
| S T | ψ̂( t)
‖S ‖2 +δ1

≤

- S T KS - | S T | [ψ( t) - E1 ] ≤

- ∑
2

i = 1
k0 is

2
i . (36)

因此ÛL a负半定且 L a ∈L ∞.这表明 si , �W , �V , �m ,�c , �ψ,

δ1 均是有界的.由式 (33) 可知 Ŵ , V̂ , m̂ , ĉ ,Ûs i 也是有

界的. L a 是时间的非增函数且有界 ,因此lim
t→∞

L a ( t)

= L a ( ∞) 存在.式 (36) 对时间积分可得

∫
∞

0 ∑
2

i = 1
k0 is

2
i d t ≤L a (0) - L a ( ∞) ≤∞.

上式表明 S ( t) ∈L 2 .由 Barbalat 引理[12 ] 可知 :当 t

→∞时 , S →0 . 因此集中参数子系统是渐近稳定

的 ,且当 S →0时 , v1 →v1 d ,λ→λd ,由式 (23) 可知θs

→θsd . □

5　分布参数子系统的鲁棒自适应控制
　　分布参数子系统控制目的是抑制振动 ,即当时

标μ→0时 , z f (μ, x) →0 .由式 (18) 和 (19) 可知控

制力矩τ1 f 和τ2 f 是非独立的 ,满足函数关系

τ1 f =τ2 f +ρL 1 L 2
2 cosθ2s z xx x f (μ,0) . (37)

　　定义滑模面

s1 = zμx f (μ,1) + k3 z xf (μ,1) , (38)

其中常数 k3 > 0为设计参数.

式 (19) 对变量 x求偏导后令 x = 1 ,可得

zμμx f (μ,1) + z xx x x x f (μ,1) =

- [τ2 f +ρL 3
2 z xx f (μ,0) ]/ J 2 . (39)

　　由式 (38) 和 (39) ,可得

ds1

dμ
= - [τ2 f +ρL 3

2 z xx f (μ,0) ]/ J 2 -

z xx x x x f (μ,1) + k3 zμx f (μ,1) . (40)

　　由于变量 z xx x x x f (μ,1) 很难通过测量的手段得

到其确切值 ,本文假设 | z xx x x x f (μ,1) | ≤ξ.

定理 2　对于分布参数子系统 (18) , (19) 以及

边界条件 (20) ,设计控制律为 (37) 以及

τ2 f =τ2 f 1 +τ2 f 2 . (41)

其中 :τ2 f 1 为补偿控制器 ,τ2 f 2 为鲁棒控制器 ,有

　τ2 f 1 = - ρL 3
2 z xx f (μ,0) , (42)

　τ2 f 2 = J 2 [ k4 s1 + k3 zμx f (μ,1) +
s1 | s1 | ξ̂

s2
1 +δ2

] . (43)

　　参数ξ
⌒

(μ) 和δ2 的调整率为

dξ̂
dμ

=η3 | s1 | ,
dδ2

dμ
= - η4

| s1 | ξ̂
s2

1 +δ2
.

则分布参数子系统是渐近稳定的.其中 k4 > 0 ,η3 >

0 ,η4 > 0为设计参数.

证明 　取 Lyap unov函数为

L b =
1
2

s2
1 +

1
2η3

�ξ2 +
1

2η4
δ2

2 . (44)

　　L b 对时标μ的导数为

dL b/ dμ =

- k4 s2
1 - s1

s1 | s1 | ξ̂
s2

1 +δ2
-

s1 z xx x x x f (μ,1) - �ξ| s1 | - δ2
| s1 | ξ̂
s2

1 +δ2
≤

- k4 s2
1 +| s1 | [ - z xx x x x f (μ,1) - ξ] ≤- k4 s2

1 .

(45)

　　由 Barbalat 引理易证当μ→0时 , s1 →0 .为证

明系统是渐近稳定的 ,只需证明当 s1 = 0时 ,系统稳

定在 z f (μ, x) = 0 .当 s1 = 0时 ,显然有 z xf (μ,1) =

0 , zμx f (μ,1) = 0 .此时闭环方程为

zμμf (μ, x) + z xx x x f (μ, x) = 0 , (46)

z f (μ,0) = z xf (μ,0) = z xx f (μ,1) = 0 ;

m2

ρL 2
z xx x x (μ,1) + z xx x (μ,1) = 0 . (47)

　　利用特征值展开的方法[13 ] 可知该方程的解为

z f (μ, x) = ∑
∞

n = 1

1
λn

v n (μ)φn ( x) . (48)

其中 :特征值λn =β4n ,βn 满足

1 + coshβncosβn +
m2

ρL 2
βn ( sinhβncosβn -

coshβn sinβn) = 0 ; (49)

　　φn ( x) 为特征值λn 所对应的特征函数 ,满足

φn ( x) =
1
Cn

[cosh (βn x ) - cos (βn x ) -

coshβn + cosβn

sinhβh + sinβn
( sinh (βn x ) -

sin (βn x ) ) ] = 0 , (50)

Cn 为非零常数 ; vn (μ) 满足常微分方程

d2 vn

dμ2 +λn v n = 0 . (51)

　　常微分方程 (51) 的解为

vn ( x) = dn sin ( λnμ + <n) , (52)

189
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其中 dn 和 <n 均为常数.

由 z xf (μ,1) = 0 ,可知

∑
∞

n = 1

1
λn

d n sin ( λnμ + <n)
dφn (1)

d x
= 0 . (53)

　　在条件 (49) 和 (50) 约束下 ,易证 dφn (1) / d x ≠

0 ,由特征值的性质 0 <λ1 <λ2 < ⋯和 sin函数{ sin

λ1μ, sin λ2μ, ⋯} 的相互独立性可知 ,若式 (53)

成立 ,必须满足 d1 = d2 = ⋯ = 0 ,因此

z f (μ, x) = 0 . (54)

　　由此 ,定理 2得证. □

由奇异摄动控制方法 ,系统的混合控制器为

τ=τs +τf . (55)

6　仿真结果
　　柔性机械臂系统的参数为 :L 1 = 0 . 65 m , L 2 =

0 . 71 m , L 3 = 0 . 8 m ,ρ= 0 . 9 kg/ m , m1 = 1 . 3 kg ,

m2 = 0 . 8 kg , EI = 225 . 31 N·m3 .系统末端接触点

的初始位置为 X P2 = 0 . 2 m , Y P2 = 0 . 6 m .

RBF神经网络隐层节点选为 5 ,权值矩阵 W ,V

中的每一个元素的初始值均选为区间 (0 ,1) 中的随

机值.控制器参数选择为 k1 = 38 . 5 , K = diag (80 ,

39) , k2 = 0 . 015 ,η1 = 10 ,η2 = 13 ,Γ1 = diag (32 ,25 ,

24 ,16 ,31) ,Γ2 = diag (12 ,15 ,34 ,16 ,11 ,18 ,19 ,14 ,

17 ,16 ,15) ,Γ3 = diag (34 ,25 ,24 ,16 ,11) ,Γ4 =

diag (29 ,25 ,24 ,16 ,31) , k3 = 21 , k4 = 40 ,η3 = 13 ,

η4 = 10 .

约束面与 X 轴的夹角α( t) 为

α( t) = 0 . 75π + 0 . 2sin (0 . 6 t) ( rad) .

　　系统存在的未建模的动力学以及外在干扰为

τd = [0 . 75sin (1 . 2 t + 0 . 13) ,

0 . 23cos (1 . 2 t + 0 . 13) ]T .

　　拉格朗日乘子初始值为 2 ,期望值为 10 .柔性臂

系统末端相对于约束面以 0 . 015 m/ s的速度沿约束

面向约束面与 X 轴交点方向移动 20 s ,其仿真结果

如图 2～图 5所示.

由仿真结果可以看出 ,本文所提出的控制策略

使得柔性臂系统能够较好地跟踪期望的位置和力 ,

图 2　关节角 1的跟踪曲线

图 3　关节角 2的跟踪曲线

图 4　拉格朗日乘子的跟踪曲线

图 5　柔性连杆末端形变 u( t , L2 )

系统的弹性振动得到抑制 ,并对系统未建模动力学

和外在干扰具有较好的鲁棒性.

7　结 　　语
　　本文推导了受时变约束的柔性臂系统的分布参

数模型 ,避免了传统的集中参数模型所带来的问题.

将复杂的分布参数系统划分为两个子系统 ,简化了

系统的动力学描述 ,便于系统分析和设计.针对两个

子系统 ,鲁棒神经网络控制器用以跟踪期望位置和

力 ,鲁棒自适应控制器用以抑制系统的弹性振动.
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标和极点约束条件都可归结为一组线性矩阵不等式

的凸优化问题.
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