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非线性系统具有圆盘极点约束的鲁棒模糊控制

陈　珺 , 刘　飞
(江南大学 自动化研究所 , 江苏 无锡 214122)

摘　要 : 针对一类具有范数有界时变参数不确定性的离散非线性系统 ,研究其具有圆盘极点约束的鲁棒模糊控制问

题.采用 T2S模糊模型逼近实际的离散非线性系统 ,结合并行分布补偿法和二次型性能指标 ,导出了保证闭环系统鲁

棒稳定且所有极点配置在预先指定圆盘中的二次圆域稳定保性能控制器的存在条件 ,并将最优保性能控制器的设计

问题可归结为求解一个线性矩阵不等式的凸优化问题.最后的仿真结果验证了设计方法的有效性.
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Abstract : For a class of discrete2time nonlinear systems with norm2bounded and time2varying parameter uncertainties ,

the problem of robust fuzzy control with disk pole const raint s is studied. The T2S fuzzy models are employed to

approximate the uncertain discrete2time nonlinear systems. By using the parallel dist ributed compensation ( PDC)

approach and a given quadratic cost function , a sufficient condition for the existence of quadratic disk2stable

guaranteed cost controller which ensures the closed2loop systems robust stability and assigns all the closed2loop poles

in a pre2specified disk is derived. Moreover , the design procedure of optimal quadratic disk2stable guaranteed cost

controller can be formulated as a convex optimization problem involving linear matrix inequalities (L MIs) . Finally ,

the simulation result s demonst rate the effectiveness of the design procedure.

Key words : Discrete2time nonlinear systems ; T2S fuzzy model ; Disk pole const raint s ; Robust guaranteed cost control ;

Parallel dist ributed compensation ( PDC) approach ; Linear matrix inequalities (L MIs)

1　引　　言
　　在实际工业中 ,许多控制对象都存在不同程度

的非线性和不确定性 ,因此对这类系统的鲁棒模糊

控制问题引起了人们的广泛关注.但是 ,从控制系统

的分析和设计角度看 ,一般的模糊控制技术尚缺乏

系统化的设计方法. T2S模糊模型[1 ]的出现 ,为解决

这类不确定非线性系统的分析和控制问题提供了一

条出路 ,并且近几年来针对该模型的鲁棒稳定问题

的研究也取得了不少有益的成果[224 ] .另一方面 ,在

实际控制中 ,为了达到满意的控制效果 ,不仅要使控

制系统具有良好的稳态性能 ,同时也要使控制系统

的动态性能满足一定的要求.为此 ,文献 [ 5 ]通过引

进一类可用线性矩阵不等式刻画的区域 ,给出了使

得模糊系统全局稳定的鲁棒 D 镇定控制器的存在

条件和设计方法.在文献[ 5 ]的基础上 ,文献[6 ]导出

了具有更小保守性的鲁棒 D 镇定控制器的构造方

法.然而 ,这些文献都只考虑了连续模糊系统极点配

置的情形 ,对离散模糊系统极点配置的研究目前较

少.

本文针对一类具有范数有界时变参数不确定性

的离散非线性系统 ,结合闭环系统动态性能的考虑 ,

研究了使得闭环系统同时满足圆盘极点约束和二次

性能指标的多目标鲁棒控制问题.首先利用 T2S模

糊模型对不确定离散非线性系统进行建模 ;然后采

用状态反馈的并行分布补偿[7 ]结构和基于线性矩阵

不等式[8 ]处理方法 ,给出闭环系统二次圆域稳定保
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性能控制器的存在条件和设计方法.该控制器不仅

保证了系统的所有闭环极点均被配置在预先给定的

圆盘区域内 ,而且还使闭环性能指标的上界达到最

小.由于内点算法的提出 ,上述多目标控制问题可归

结为求解一系列等价线性矩阵不等式的凸优化问题.

最后 ,通过仿真实验验证了该设计方法的有效性.

2　系统描述
　　考虑由模糊 T2S模型描述的一类非线性不确

定离散系统

Plant Rule i :

IF v1 ( k) is M i1 and ⋯and v p ( k) is M ip , (1)

T H EN 　x ( k + 1) =

　　　　( A i +ΔA i ) x ( k) + ( B i +ΔB i ) u( k) ,

　　　　x (0) = x0 , i = 1 ,2 , ⋯, N .

其中 : x ( k) ∈Rn 是状态向量 , u( k) ∈Rm 是控制输

入向量 , x0 是系统的初始条件 ; v1 ( k) ⋯ v p ( k) 是模

糊前件变量 ,通常为状态 x ( k) 的函数 , M ij ( j = 1 ,2 ,

⋯, p) 是模糊集合 , N 是模糊推理规则数 ; A i 和 B i

是具有适当维数的常数矩阵 ,ΔA i 和ΔB i 是不确定

时变矩阵 ,且满足范数有界条件

[ΔA i 　ΔB i ] = H i F i ( k) [ EA i
　EB i

]. (2)

其中 : H i , EA i
和 EB i
是已知的具有适当维数的常数

矩阵 ,反映了不确定参数的结构信息 ; Fi ( k) ∈Rl1×l2

是一个未知的时变函数矩阵 ,并满足

FT
i ( k) Fi ( k) ≤ I , (3)

这里 I是具有适当维数的单位矩阵.

由单点模糊化、乘积推理和平均加权反模糊化 ,

可得模糊系统的整个状态方程如下 :

x ( k + 1) = ∑
N

i = 1
hi ( v) [ ( A i +ΔA i ) x ( k) +

( B i +ΔB i ) u( k) ]. (4)

式中

v = [ v1 ( k) , v2 ( k) , ⋯, v p ( k) ] ,

且

μi ( v) = ∏
p

j = 1
M ij ( v j ( k) ) ,

hi ( v) =μi ( v) / ∑
N

i = 1

μi ( v) ,

其中 M ij ( v j ( k) ) 为 v j ( k) 关于模糊集合 M ij 的隶属

函数.一般情况下 ,μi ( v) 满足μi ( v) ≥0 , ∑
N

i = 1

μi ( v)

> 0 ,从而 hi ( v) ≥0 ,∑
N

i = 1
hi ( v) = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, N .

假设系统状态可控 ,则根据并行分布补偿算法

( PDC) ,可设计对应于系统 (1) 的局部状态反馈控

制器 ,控制规则如下 :

Cont roller Rule i :

IF v1 ( k) is M i1 and ⋯and v p ( k) is M ip , (5)

T H EN u( k) = Ki x ( k) , i = 1 ,2 , ⋯, N ,

其中 Ki ∈Rm×n为待定的状态反馈增益矩阵.整个状

态反馈控制律表示如下 :

u( k) = ∑
N

i = 1
hi ( v) Ki x ( k) . (6)

　　把式 (2) 和 (6) 代入 (4) ,并记 hi ( v) = hi , hj ( v)

= hj ,则整个闭环离散模糊系统表示为

x ( k + 1) = ∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j Gij x ( k) , (7)

式中

Gij = A i + B i K j + H i F i ( k) ( EA i
+ EB i

K j ) . (8)

　　对系统 (4) ,定义一个二次型性能指标

J = ∑
∞

k = 0
[ x T ( k) Qx ( k) + uT ( k) Ru ( k) ] , (9)

其中 Q和 R 是给定的对称正定加权矩阵.

众所周知 ,离散系统的稳定性是将所有闭环极

点配置在以原点为中心的单位圆内为保证的.为此 ,

本文针对不确定离散模糊系统 (4) ,设计形如式 (6)

的状态反馈控制器 ,使得对所有允许的参数不确定

性 ,闭环系统 (7) 是二次圆域稳定的 ,即系统的所有

闭环极点均位于复平面上单位圆内中心在 ( - α,0) ,

半径为 r的圆盘 D (α, r) 中.其中α和 r满足关系式 r

+ |α| < 1 ,并且闭环系统的二次性能指标值不超

过某个确定的上界 ,则控制器 (6) 称为是闭环系统

(7) 的一个状态反馈二次圆域稳定保性能控制器.

3　二次圆域稳定保性能控制器的存在条件
　　本节针对不确定离散模糊系统 (4) 和一类由线

性矩阵不等式刻画的圆盘区域 D (α, r) ,分析二次圆

域稳定保性能控制器的存在条件.

定义 1　对复平面中给定的圆盘区域 D (α, r)

和矩阵 Â ij ,其中 Â ij = A i + B i K j , i , j = 1 ,2 , ⋯, N ,

如果矩阵 Â ij 的所有特征值都位于区域 D (α, r) 中 ,

则称矩阵 Â ij 是圆域稳定的.

定义 2 (鲁棒圆域稳定性) 　设矩阵 Â ij 是圆域

稳定的 ,如果对所有满足条件 (3) 的参数不确定矩

阵 , Gij 的所有特征值均在圆盘区域 D (α, r) 中 ,则不

确定系统 (7) 称为是鲁棒圆域稳定的.

定义 3 (二次圆域稳定性) 　对给定的圆盘

D (α, r) 和闭环系统 (7) ,如果存在一个对称正定矩

阵 P ,使得对所有满足条件 (3) 的参数不确定矩阵

Fi ( k) ,有

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j ( - P +

GT
ij +αI

r
P

Gij +αI
r ) < 0

489
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成立 ,则称闭环系统 (7) 是二次圆域稳定的.

注 1　二次圆域稳定性不仅保证了系统的鲁棒

稳定性 ,而且保证了对所有允许的不确定性 ,系统的

所有闭环极点均位于给定的圆盘 D (α, r) 中.

定理 1　考虑闭环系统 (7) , 对给定的圆盘

D (α, r) 和二次性能指标 (9) ,如果存在一个对称正

定矩阵 P ,矩阵 Kj和对称正定矩阵 S = [ S ij ] N×N , i ,

j = 1 ,2 , ⋯, N ,使得对所有满足条件 (3) 的参数不

确定矩阵 Fi ( k) ,下列不等式成立 :

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j ( - P +

GT
ij +αI

r
P

Gij +αI
r

+

Q + KT
j R K j + S ij ) < 0 , (10)

S =

S11 S12 ⋯ S1 N

S T
12 S22 ⋯ S2 N

… … ω …
S T

1 N S T
2 N ⋯ S N N

> 0 , (11)

则闭环系统 (7) 是二次圆域稳定的 ,且控制器 (6) 称

为该系统的一个状态反馈二次圆域稳定保性能控制

器 ,相应的系统闭环性能指标满足

J ≤ 1
r2 x T

0 Px 0 . (12)

　　证明 　假定矩阵不等式 (10) 和 (11) 成立 ,则

根据定义 3可知 ,系统 (7) 是二次圆域稳定的.

由条件 r +|α| < 1及式 (10) 和 (11) ,可推知

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j ( GT

ij PGij - P) <

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j [ - α( GT

ij P + PGij ) -

(α2 - r2 + 1) P - r2 ( Q + KT
j R K j + S ij ) ] <

- r2 ∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j S ij = - HT S H < 0 , (13)

式中

H = [ rh1 　rh2 　⋯　rh N ]T .

　　定义L yap unov函数 V ( x ( k) ) = x T ( k) Px ( k) ,

则沿闭环系统 (7) 的任意轨线 ,V ( x ( k) ) 的差分方

程为

ΔV ( x ( k) ) =

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j x T ( k) ( GT

ij PGij - P) x ( k) .

由式 (13) 可知 ,ΔV ( x ( k) ) < 0 ,故闭环系统 (7) 是二

次稳定的.

另一方面 ,从式 (13) 还可得到

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j ( GT

ij PGij - P) <

- r2 ∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j ( Q + KT

j R K j ) ,

从而

ΔV ( x ( k) ) <

- r2 ∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi h j x T ( k) ( Q + KT

j R K j ) x ( k) =

- r2 [ x T ( k) Qx ( k) + uT ( k) Ru ( k) ] ,

即

x T ( k) Qx ( k) + uT ( k) Ru ( k) <

-
1
r2ΔV ( x ( k) ) .

进一步 ,对上式两边从 k = 0到 k = ∞求和 ,并利用

闭环系统 (7) 的稳定性 ,可得

∑
∞

k = 0
[ x T ( k) Qx ( k) + uT ( k) Ru ( k) ] <

1
r2 [V ( x (0) ) - V ( x ( ∞) ) ] ≤

1
r2 V ( x (0) ) =

1
r2 x T

0 Px 0 .

故式 (12) 成立 ,此即为系统性能的上界. □

注 2　由于定理 1中得到的系统性能上界依赖

于初始状态 x0 ,而在实际应用中 ,系统的初始状态

很难精确确定.为避免上界对个别初始状态的依赖 ,

假定 x0 是一个满足 E{ x0 x T
0 } = I的零均值随机变

量 ,其中 E{·} 表示数学期望 ,则系统性能指标的期

望值满足

�J = E{ J } ≤E{ x T
0 Px 0 } = Trace ( P) . (14)

4　二次圆域稳定保性能控制器的设计方法
　　基于线性矩阵不等式处理技术 ,给出闭环系统

(7) 二次圆域稳定保性能控制器的设计方法.

引理 1[9 ] 　对给定的具有适当维数的常数矩阵

Y , H和 E ,其中 Y是对称的 ,则对所有满足 FT F ≤I

的矩阵 F ,矩阵不等式

Y + H F E + ET FT HT < 0

成立 ,当且仅当存在一个常数ε> 0 ,满足

Y +εH H T +ε- 1 ET E < 0 .

　　定理 2　对给定的圆盘 D (α, r) 和二次性能指

标 (9) ,如果存在常数εij > 0 ,对称正定矩阵 X ,矩阵

Y j及对称正定矩阵 T = [ T ij ] N×N , i , j = 1 ,2 , ⋯, N ,

使得对所有满足条件 (3) 的参数不确定矩阵 Fi ( k) ,

下列线性矩阵不等式成立 :

- X Φii 0 0 0 εii H i

3 - r2 X + r2 T ii Ψii r X r Y T
i 0

3 3 - εii I 0 0 0

3 3 3 - Q- 1 0 0

3 3 3 3 - R - 1 0

3 3 3 3 3 - εii I

< 0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, N ; (15)

589
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- 4 X Φij +Φji 0 0

3 - r2 X +
r2

2
( T ij + TT

ij ) Ψij Ψji

3 3 -εij I 0

3 3 3 -εij I

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

←

0 0 εij H i εij H j

rX
r
2

( Y T
i + Y T

j ) 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- Q- 1 0 0 0

3 - R - 1 0 0

3 3 -εij I 0

3 3 3 -εij I

< 0 ,

　　　　i < j , i , j = 1 ,2 , ⋯, N ; (16)

T =

T11 T12 ⋯ T1 N

TT
12 T22 ⋯ T2 N

… … ω …
TT

1 N T T
2 N ⋯ TN N

> 0 ; (17)

则闭环系统 (7) 二次圆域稳定 ,所求控制器增益为

Ki = Y i X - 1 ,相应的系统闭环性能指标上界为

�J ≤Trace ( X - 1 ) . (18)

其中

Φij = A i X + B i Y j +αX ,

Ψij = X E T
A i

+ Y T
j ET

B i
.

　　证明 　将定理 1中的式 (10) 展开 ,得到

∑
N

i = 1

h2
i { ( Gii +αI ) T P( Gii +αI ) +

r2 ( - P + Q + KT
i R K i + S ii ) } +

∑
N

i < j

h i h j { ( GT
ij + GT

ji

2
+αI ) P( Gij + Gji

2
+αI ) +

r2 ( - P + Q +
KT

i + KT
j

2
R

K i + Kj

2
+

S ij + S ji

2 ) } < 0 . (19)

　　显然 ,如果式 (19) 中的两个和式是负定的 ,则

可知式 (19) 成立.首先考虑第 1个和式 ,应用矩阵的

Schur补性质 ,得

- P P ( Gii +αI )

( Gii +αI ) T P r2 ( - P + Q + KT
i R K i + S ii )

< 0 ,

代入 Gii 的表达式 (8) ,并根据引理 1 ,对所有满足条

件 (3) 的矩阵 Fi ( k) ,存在常数εii > 0 ,使得

- P +εii P H i H T
i P P ( A i + B i K i +αI )

( A i + B i K i +αI ) T P L
< 0 ,

(20)

其中

L = r2 ( - P + Q + KT
i R K i + S ii ) +

ε- 1
ii ( EA i

+ EB i
K i )

T ( EA i
+ EB i

K i ) .

对式 (20) 分别左乘、右乘矩阵 diag{ P- 1 , P- 1 } ,并令

X = P- 1 , Y i = Ki X , T ii = XS ii X ,则应用 Schur补

引理即可得到矩阵不等式 (15) .

类似地 ,由矩阵 S 的对称性 ,即 S ji = S T
ij ,则定

理 2中的不等式 (16) 也可用同样的方法得到.

对不等式 (11) 左乘、右乘 diag{ P- 1 , ⋯, P- 1

N

} ,

并记 X = P- 1 , T ij = XS ij X ,即得式 (17) .由式 (14)

及 X = P- 1 ,易得式 (18) 成立. □

定理 3　对给定的圆盘 D (α, r) 和二次性能指

标 (9) ,如果以下优化问题 :

min
ε

ij , X , Y i , T ij , M
Trace ( M) , (21)

s. t . (i) (15) , (16) , (17) ,

　　(ii)
M I

I X
> 0 ,

有解 ,则控制器 (6) 是闭环系统 (7) 的一个最优二次

圆域稳定保性能控制器 ,相应的系统闭环性能上界

为 �J ≤Trace ( X - 1 ) .

5　仿真示例
　　考虑卡车拖车的控制问题 ,其离散模型[10 ] 为

x1 ( k + 1) = (1 -
�v�t
L ) x1 ( k) +

�v�t
l

u ( k) ,

x2 ( k + 1) = x2 ( k) +
�v�t
L

x 1 ( k) ,

x3 ( k + 1) =

x3 ( k) + �v�t sin[ x2 ( k) +
�v�t

2L
x 1 ( k) ] . (22)

给定模型参数 l = 2 . 8 , L = 5 . 5 , �v = - 1 . 0 ,�t = 2 . 0 .

应用 T2S模糊模型设计模糊控制器 :

Plant Rule 1 : IF v ( k) is about 0 ,

T H EN x ( k + 1) =

( A 1 +ΔA 1 ) x ( k) + ( B1 +ΔB1 ) u( k) ;

Plant Rule 2 : IF v ( k) is aboutπor -π ,

T H EN x ( k + 1) =

( A 2 +ΔA 2 ) x ( k) + ( B2 +ΔB2 ) u( k) .

式中

v ( k) = x2 ( k) +
�v�t

2L
x 1 ( k) ,

A 1 =

1 - �v�t / L 0 0

�v�t / L 1 0

�v2�t2 / 2L �v�t 1

,
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A 2 =

1 - �v�t / L 0 0

�v�t / L 1 0

d�v 2�t2 / 2L d�v�t 1

,

B1 = B2 = [ �v�t / l　0　0 ]T ,

H1 = H2 = [0　0　0 . 002 3 ]T ,

d = 0 . 01/π,

EA i
= EA2 = [ �v�t / 2L 　1　0 ] ,

EB1 = EB2 = [0　0　0 ]T .

模糊隶属函数选择为

h1 ( v ( k) ) =
sin ( v ( k) )

v ( k)
,

h2 ( v ( k) ) = 1 - h1 ( v ( k) ) .

　　定义二次性能指标的权矩阵为 Q = diag{ 0 . 01 ,

0 . 01 ,0 . 01} , R = 0 . 01 .图 1分别给出了当控制器存

在时 ,参数α以及圆盘区域 D (α, r) 的可行解分布情

况.

图 1　参数α及圆盘区域 D (α, r) 的可行解分布

现取α= - 0 . 5 , r = 0 . 5的圆盘区域 ,分别应用

定理 2和定理 3求解控制器增益 ,结果如下 :

二次圆域稳定保性能控制器增益为

K1 = [2 . 777 2　 - 3 . 468 6　0 . 467 7 ] ,

K2 = [2 . 447 8　 - 1 . 782 6　0 . 430 8 ] ,

性能指标上界为

�J 3 = 1 . 052 8 e + 003 ;

　　最优二次圆域稳定保性能控制器增益为

K1 = [2 . 688 9　 - 3 . 107 0　0 . 399 5 ] ,

K2 = [2 . 460 7　 - 1 . 851 7　0 . 399 4 ] ,

最优性能指标上界为

�J 3 = 587 . 170 3 .

　　取初始状态 x0 = [π　0 . 25π　 - 5 ]T ,采样时

间 Ts = 0 . 1 s ,将最优二次圆域稳定保性能控制器

应用于不确定离散系统 (22) ,则其状态响应曲线和

控制响应曲线如图 2所示.由图 2可知 ,所设计的控

制器能很好地镇定不确定离散系统 (22) ,同时满足

圆盘极点约束和二次性能指标的要求.另一方面 ,从

上述响应曲线可以看出 ,3 个状态的调节时间分别

为 1 . 1 s ,1. 0 s和 1. 1 s.进一步仿真研究发现 ,当圆

(a) 　x1 响应曲线

(b) 　x2 响应曲线

(c) 　x3 响应曲线

(d) 　u响应曲线

图 2　闭环系统的状态响应曲线和控制响应曲线

盘区域逐渐右移时 ,系统的调节时间是逐渐增大的.

6　结　　语
　　本文针对由 T2S模糊模型描述的不确定离散

非线性系统 ,并结合二次型性能指标 ,提出一种具有

圆盘极点约束的状态反馈二次圆域稳定保性能控制

器的系统化设计方法.整个系统的稳定性和动态性

能均可通过配置每个局部子系统的极点位置获得.

仿真实验表明 ,闭环系统的鲁棒稳定性、二次性能指
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标和极点约束条件都可归结为一组线性矩阵不等式

的凸优化问题.
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