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一类离散时滞不确定随机系统 H∞静态输出反馈控制

王　武 , 杨艳华 , 许冠冕 , 杨富文
(福州大学 电气工程与自动化学院 , 福州 350002)

摘　要 : 在工业过程控制中 , 由于测量数据的网络传输或传感器暂时失效等原因可能造成测量数据的丢失 , 这种数

据的丢失具有随机性 . 假设数据丢失过程可由一已知概率分布的Bernoulli序列进行描述 .针对这样一类离散时滞不

确定随机系统 , 利用线性矩阵不等式方法设计了 H∞静态输出反馈控制器 , 所设计的静态输出反馈控制器使得闭环

系统是均方指数稳定的且具有给定的 H∞性能.仿真结果表明了设计方法的有效性.
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Abstract : During the process of indust rial control , data are t ransmitted by network or sensors fail temporarily , so the

system measurements may be unavailable at any sample time. A Bernoulli dist ributed white sequence is used to

describe missing data and the probability of the occurrence of missing data is assumed to be known. The problem of

H∞ static output2feedback control is designed for a class of uncertain discrete2time stochastic systems with time delay.

By the output2feedback control designed , the systems are exponentially mean2square stable and a prescribed H∞

performance is guaranteed by using linear matrix inequalities (L MIs) . The simulation result shows the validity of the

proposed design approach.
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1　引　　言
　　时滞与不确定性作为工程系统中普遍存在的现

象 , 得到了广泛的研究并取得了许多成果[1 ] .通常

情况下 , 系统状态很难直接获得 , 状态反馈控制方

案在工程中较难实现 , 因此利用可测量的信息来设

计输出反馈控制器是一个具有实际意义的研究问

题[2 ] .在工程实现中 , 静态输出反馈控制与动态输

出反馈控制相比更为方便 , 已有很多成果发表[2 ,3 ] .

但随着网络等技术的发展 ,工业过程控制中的传感

器和控制器通过网络连接 ,会因测量数据的网络传

输造成测量数据的丢失 , 从而导致控制器获得的信

息仅含干扰噪声信号 , 丢失了重要的被控对象输出

信息.这将降低系统控制性能 , 严重时将破坏系统

的稳定性[4 ] .学者们开始对这类具有测量数据丢失

系统的控制与滤波进行了研究. Chen等[5 ]采用神经

网络来估计丢失的数据 ,克服数据丢失时刻无法跟

踪的控制问题. Albertos等[6 ]采用辨识模型来预测

丢失的数据 ,并采用这些数据进行控制.文献 [ 4 ,7 ,

8 ] 采用满足 Bernoulli分布的序列来描述数据丢失

以进行控制器和滤波器的设计.文献[ 9 ]把丢失数据

当作“零”数据处理 , 采用不完全矩阵描述丢失的数

据以研究模型的验证和滤波器的设计.还有一种是

把具有测量数据丢失当成一种随机马尔可夫跳跃 ,

采用马尔可夫理论来研究控制与滤波[10 ] .

采用 Bernoulli 序列来研究数据丢失 , 数学描

述简单且物理意义明确 , 但是学者主要研究这类丢
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失系统的滤波问题 , 对控制研究的较少.本文沿用

这种描述方式 , 针对一类具有凸多面体不确定的离

散时滞随机系统 , 运用参数依赖型 L yap unov 函数

和 L MI方法来设计静态输出反馈控制器 ,给出了使

得系统均方指数稳定且具有给定 H∞性能的静态输

出反馈控制的充分条件.

2　问题的描述
　　考虑如下具有测量数据部分丢失的不确定时滞

线性离散系统 :

x ( k + 1) =

A x ( k) + A d x ( k - d ( k) ) +

B1 w ( k) + B2 u( k) ,

y ( k) = r( k) Cx ( k) + Dw ( k) ,

z ( k) = Tx ( k) . (1)

其中 : x ( k) ∈Rn是系统状态向量 , w ( k) ∈Rm1 是外

部扰动 , 属于 l2 [0 , ∞) , u( k) ∈ Rm2 是输入向量 ,

z ( k) ∈R p是系统受控输出 , y ( k) ∈R r是测量输出

向量 , d1 ≤d ( k) ≤d2是系统的时变时滞 , 0 ≤d1 ≤

d2 .系统的随机变量 r( k) ∈R是一个满足Bernoulli

分布的序列 , 其取值为 0和 1 .它的概率

Prob { r( k) = 1} = E{ r( k) } : = �r , (2)

Prob { r( k) = 0} = 1 - E{ r( k) } : = 1 - �r , (3)

其中 �r是已知的正数.

假设不确定性系统矩阵可表达为若干个顶点矩

阵的凸组合 , 即

M µ ( A , A d , B1 , C , D , T) ∈R ,

R µ
( A , A d , B1 , C , D , T) | ( A , A d , B1 , C , D , T) =

∑
s

i = 1

τi ( A i , A di , B1 i , Ci , D i , T i ) ,

τi ≥0 , ∑
s

i = 1

τi = 1 .

　　设计的静态输出反馈为

u( k) = - Ky ( k) , (4)

其中 K为设计的控制器参数.

将控制器 (4) 代入系统 (1) , 得闭环系统为

x ( k + 1) =

( A - r( k) B2 KC) x ( k) + A d x ( k -

d ( k) ) + ( B1 - B2 KD) w ( k) ,

z ( k) = Tx ( k) . (5)

　　本文的目标是设计形如式 (4) 的静态输出反馈

控制器 ,使得 :

1) 在外部扰动 w ( k) = 0情况下 , 闭环系统 (5)

在均方意义下是渐近稳定的 , 即对所有 x (0) ,α≥

1 ,0 <τ< 1 ,有

E{ ‖x ( k) ‖} ≤ατk E{ ‖x (0) ‖2 } . (6)

　　2) 在零初始条件下 , 闭环系统 (5) 具有 H∞性

能γ(γ > 0) ,即

E{ ‖z ( k) ‖2 } <γ2 E{ ‖w ( k) ‖2 } , Πw ( k) ≠0 .

(7)

其中

‖z ( k) ‖2 = ∑
∞

k = 0

z T ( k) z ( k) ,

‖w ( k) ‖2 = ∑
∞

k = 0
w T ( k) w ( k) .

　　在给出主要结果前 , 先给出以下假设和引理 :

假设 1　不失一般性 , 假设矩阵 B2 列满秩.

引理 1[11 ] 　取矩阵 M = M T , Q = QT > 0 , A为

合适维数的矩阵 , 则以下条件等价 :

1) A T QA - M < 0 , (8)

2) 存在矩阵 F和 G满足

- M + A T F + FT A - FT + A T G

- F + GT A Q - G - GT
< 0 . (9)

　　注 1　当取 F = 0时 , 引理 1退化为文献[12 ]

的引理.附加的矩阵 F将增加解的寻优空间 , 得到

更小设计保守性的结果.

引理 2　矩阵 B2 ∈Rn 3 m2 列满秩 , 存在正交阵

U ∈Rn 3 n , v ∈Rn 3 m2 ,使得

B2 = U
S

0
V T ,

S = diag{σ1 , ⋯,σm2 } .

那么存在非奇异矩阵 Q ∈Rm2 3 m2 使得 GB 2 = B2 Q

的充分必要条件是

G = U
G11 G12

0 G22

U T . (10)

其中 : G11 ∈ Rm2 3 m2 , G12 ∈ Rm2 3 ( n- m2 )
, G22 ∈

R
( n- m2 ) 3 ( n- m2 )

.

证明 　证明方法类似于文献[13 ]引理 2的证

明. □

注 2　文献[13 ]的引理 2中 G是对称阵 , 具有

较大的保守性.

3　主要结果
　　定理 1　给定γ > 0 .闭环系统 (5) 在均方意义

下是渐近稳定且具有 H∞性能的充分条件是存在正

定对称阵 P , R使得

( d2 - d1 + 1) R - P 3
0 - R

0 0

T 0

PA - �rPB 2 KC PA d

βPB 2 KC 0

→

099
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←

3 3 3 3
3 3 3 3

- γ2 I 3 3 3
0 - I 3 3

PB 1 - PB 2 KD 0 - P 3
0 0 0 - βP

< 0

(11)

成立 , 其中β= (1 - �r) �r.

证明 　选取 L yap unov函数为

V ( k) = x T ( k) Px ( k) + V 1 ( k) + V 2 ( k) ,

(12)

其中

V 1 ( k) = ∑
k- 1

m = k- d( k)

x T ( m) Rx ( m) , (13)

V 2 ( k) = ∑
- d1 +1

n = - d2 +2
∑

k- 1

l = k+ n- 1
x T ( l) Rx ( l) . (14)

那么

V 1 ( k + 1) - V 1 ( k) =

x T ( k) Rx ( k) - x T ( k - d ( k) ) Rx ( k - d ( k) ) +

∑
k- d1

m = k+1 - d( k+1)

x T ( m) Rx ( m) + ∑
k- 1

m = k+1 - d1

x T ( m) Rx ( m) -

∑
k- 1

m = k+1 - d( k)

x T ( m) Rx ( m) - x T ( k) Px ( k) , (15)

V 2 ( k + 1) - V 2 ( k) =

∑
- d1 +1

n = - d2 +2
[ x T ( k) Rx ( k) + ∑

k- 1

l = k+ n

x T ( l) Rx ( l) -

∑
k- 1

l = k+ n- 1
x T ( l) Rx ( l) ] =

( d2 - d1 ) x T ( k) Rx ( k) - ∑
k- d1

m = k- d2 +1
x T ( m) Rx ( m) .

(16)

因为 d1 ≤ d ( k) ≤ d2 ,有

∑
k- 1

m = k+1 - d1

x T ( m) Rx ( m) -

∑
k- 1

m = k+1 - d( k)

x T ( m) Rx ( m) ≤0 , (17)

∑
k- d1

m = k+1 - d( k+1)

x T ( m) Rx ( m) -

∑
k- d1

m = k- d2 +1
x T ( m) Rx ( m) ≤0 , (18)

所以当 w ( k) = 0时 ,有

ΔV ( k) = E{ V ( k + 1) | V ( k) } - V ( k) =

E{ ( ( A - r( k) B2 KC) x ( k) + A d x ( k - d ( k) ) ) T ×

P( ( A - r( k) B2 KC) x ( k) + A d x ( k - d ( k) ) ) } +

V 1 ( k + 1) - V 1 ( k) + V 2 ( k + 1) - V 2 ( k) -

x T ( k) Px ( k) ≤ξ( k) TΛξ( k) . (19)

其中

β= E ( r( k) - �r) 2 = (1 - �r) �r ,

ξ( k) =
x ( k)

x ( k - d ( k) )
,

Λ =
Λ11 3

A T
d P ( A - �rB 2 KC) A T

d PA d - R
,

Λ11 =

( A - �rB 2 KC) T P( A - �rB 2 KC) +

β( B2 KC) T P( B2 KC) - P + ( d2 - d1 + 1) R.

　　由 Schur补引理可知 , 式 (11) 成立隐含着Λ <

0 , 余下的证明类似于文献[13 ]定理 1的证明 , 可证

得闭环系统 (5) 在均方意义下是渐近稳定的.

当 w ( k) ≠0时 ,有

ΔV ( k) = E{ V ( k + 1) | V ( k) } - V ( k) =

x ( k)

x ( k - d ( k) )

w ( k)

T

Λ 3
3

Π31 　Π32 Π33

x ( k)

x ( k - d ( k) )

w ( k)

.

(20)

其中

Π31 = ( B1 - B2 KD) T P( A - �rB 2 KC) ,

Π32 = ( B1 - B2 KD) T PA d ,

Π33 = ( B1 - B2 KD) T P( B1 - B2 KD) .

那么

　 E{ V ( k + 1) } - E{ V ( k) } +

　 E{ z T ( k) z ( k) } - γ2 E{ w T ( k) w ( k) } =

　

x ( k)

x ( k - d ( k) )

w ( k)

T

Λ 3
3

Π31 　Π32 Π33

x ( k)

x ( k - d( k) )

w ( k)

+

　

x ( k)

x ( k - d ( k) )

w ( k)

T TT T 3 3

0 0 3

0 0 - γ2 I

x ( k)

x ( k - d ( k) )

w ( k)

.

(21)

　　同样类似于文献[13 ]定理 1 ,可得在零初始条

件下系统具有 H∞性能. □

　　推论 1　给定γ> 0 .闭环系统 (5) 在均方意义

下是渐近稳定的 ,且具有 H∞性能的充分条件是存

在正定对称阵 P和 R ,使得

( d2 - d1 + 1) R - P 3
0 - R

0 0

T 0

PA i - �rPB 2 KC i PA di

βPB 2 KC i 0

→

199
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←

3 3 3 3
3 3 3 3

- γ2 I 3 3 3
0 - I 3 3

PB 1 i - PB 2 KD i 0 - P 3
0 0 0 - βP

< 0

(22)

成立 , 其中β= (1 - �r) �r , A i , A di , B1 i , Ci , D i , T i为系

统的顶点矩阵.

在推论 1 中 , 系统矩阵和 L yap unov矩阵存在

耦合 , 因此对每个顶点采用统一的 Lyap unov矩阵 ,

这样设计静态输出反馈控制器将带来很大的保守

性.为了减小设计的保守性 , 目前采用的方法就是

将系统矩阵和 L yap unov矩阵解耦.下面利用引理 1

实现系统矩阵和 L yap unov矩阵解耦 , 进而得到不

确定系统的鲁棒 H∞性能准则.

定理 2　给定γ > 0 .系统 (5) 均方指数稳定且

具有给定的 H∞性能的充分条件是如果存在正定对

称阵 Pi 和 R i , 矩阵Γ和Θ, 满足

Π1 +ΠT
2Θ+ΘTΠ2 - ΘT +ΠT

2Γ

- Θ+ΓTΠ2 Π3 - Γ - ΓT
< 0 ,

i = 1 , ⋯, s. (23)

其中

Π1 =

( d2 - d1 + 1) R i - Pi 3 3 3
0 - R i 3 3
0 0 - γ2 I 3
T i 0 0 - I

,

Π2 =

A i - �rB 2 KC i A di B 1 i - B2 KD i 0

B2 KC i 0 0 0
,

Π3 = diag{ Pi ,βP i } . □

　　由于定理 2 中系统矩阵虽然实现了和

L yap unov矩阵解耦 , 但是系统矩阵和新引入的任

意矩阵 (Γ或Θ) 出现耦合.为了解决这个问题 , 对矩

阵Γ和Θ进行一些限定 , 即取

Θ =
l1 G 0 0 0

0 βl2 G 0 0
,

Γ =
G 0

0 βG
.

其中 l1 , l2为任意实数 , 并由假设 1可知 B2列满秩 ,

因此存在非奇异矩阵 Q ,有

GT B2 = B2 Q , (24)

那么式 (23) 可化为

l1 A T
i G - �rl1 ( B2 EC i ) T +

l1 GT A i - �rl1 B2 EC i +

( d2 - d1 + 1) R i - Pi

3 3

l1 A T
di G +βl2 B2 EC i - R i 3

l1 B T
1 i G - l1 ( B2 ED i ) T 0 - γ2 I

Ti 0 0

GT A i - �rB 2 EC i - l1 G GT A di GT B1 i - B2 ED i

βB 2 EC i - βl2 G 0

→

←

3 3 3
3 3 3
3 3 3

- I 3 3
0 Pi - G - GT 3

0 0 β( Pi - G - GT )

< 0 , (25)

其中 E = Q K.

由此给出以下定理 :

定理 3　给定γ > 0 .闭环系统 (5) 在均方意义

下是渐近稳定的 ,且具有 H∞性能的充分条件是存

在正定对称阵 Pi 和 R i ,矩阵 G, E和非奇异矩阵 Q ,

使得不等式 (25) 和等式 (24) 成立.进而控制器参数

为

K = Q- 1 E. (26)

　　定理 2中含有等式 , Matlab L MI Toolbox无法

进行求解 , 为此需要利用引理 2 来消除等式约束.

由于矩阵 B2 ∈ Rn 3 m2 列满秩 , 存在正交阵 U ∈

Rn 3 n ,V ∈Rn 3 m2 ,使得

B2 = U
S

0
V T , S = diag{σ1 , ⋯,σm2 } ,

从而有以下定理 :

定理 4　给定γ > 0 .闭环系统 (5) 在均方意义

下是渐近稳定的 ,且具有 H∞性能的充分条件是存

在矩阵 E , G11 , G12 , G22 ,正定对称阵 Pi 和 R i ,使得

l1 A T
i G - �rl1 ( B2 EC i ) T +

l1 GT A i - �rl1 B2 EC i +

( d2 - d1 + 1) R i - Pi

3 3

l1 A T
di G +β l2 B2 EC i - R i 3

l1 B T
1 i G - l1 ( B2 ED i ) T 0 - γ2 I

Ti 0 0

GT A i - �rB 2 EC i - l1 G GT A di GT B1 i - B2 ED i

βB 2 EC i - β l2 G 0

→

←

3 3 3
3 3 3
3 3 3

- I 3 3
0 Pi - G - GT 3

0 0 β( Pi - G - GT )

< 0 , (27)

其中

299
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GT = U
G11 G12

0 G22

U T .

此时控制器参数为

K = V S - 1 G- 1
11 SV T E. (28)

4　仿真例子
　　系统的参数如下 :

A =

0 . 3 + 0 . 5ρ 0 . 5 0 . 1

0 . 2 0 . 6 0

0 . 4 0 . 1 0 . 2

,

A d =

0 . 1 0 . 2 0 . 1

0 . 2 0 . 2 0 . 1

0 . 3 0 . 2 0 . 3

,

B1 =

1

1

0

, B2 =

1 1

1 0

0 1

,

D = 1 , T = [1　0　0 ] ,

C = [1　0　0 ] , �r = 0 . 8 , d1 = d2 = 2 ,

式中的不确定参数 |ρ| ≤1 .

选取初值 l1 = 0 , l2 = 0 ,由定理 4中的式 (27)

和函数 f minsearch ,可以寻得 l1 = - 0 . 059 7 , l2 =

0 . 036 7时存在次优的γ = 1 . 456 7 ,相应的静态输

出反馈增益 K为[0 . 820 3　 - 0 . 118 3 ]T .

下面对系统的 H∞扰动衰减特性作以简要分

析.在初始状态 x = [0　0　0 ]T 时 , 假设干扰输入

w ( k) =

2 , 10 ≤k ≤20 ;

- 2 , 50 ≤k ≤60 ;

0 , ot hers.

图 1　随机变量 r ( k) ,外部干扰 w( k) ,

系统的 H∞扰动衰减性能

在这样的干扰输入下 ,满足 Bernoulli分布的随机变

量 r( k) 的实现如图 1所示 , 那么可得系统在ρ取不

同值时的 H∞扰动衰减性能指标.可见本文提出的

设计方法是有效的.

5　结 　　语
　　本文对一类离散时滞不确定随机系统的 H∞静

态输出反馈控制问题进行了研究.采用 Bernoulli 分

布的随机变量来描述随机系统测量数据的部分丢

失 , 利用了参数依赖型 L yap unov 函数 , 寻找和系

统的不确定性相关联的 L yap unov函数 , 以减小设

计的保守性.利用 L MI方法来设计静态输出反馈控

制器 , 并且给出了使得系统均方指数稳定且具有给

定的 H∞性能的充分条件.
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多周期随机需求生产 / 库存模型 ,该模型综合考虑

了系统的成品存贮费、成品缺货费及生产开工费等

费用 ,采用 ( s , Q) 策略对生产 / 库存进行控制.然后 ,

通过对该模型费用函数的分析 ,设计了一种最优生

产控制算法.根据该算法可以得出系统的最优生产

准备点和最优生产量.理论分析与计算实例表明 ,该

控制方法能够较好地减小系统生产与库存的平均费

用 ,从而节省企业生产和库存的成本.
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