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群决策中模糊偏好信息转化的若干性质研究

朱建军 , 刘思峰
(南京航空航天大学 经济与管理学院 , 南京 210016)

摘　要 : 研究群体决策中偏好信息转化的一致性和权重变化问题.在一致性方面 ,得到了不同转化系数转化后的互

反判断矩阵次序一致性、完全乘性一致性与互补判断矩阵相同 ,且一致性比例与转化系数的大小正相关的结论.在权

重数值方面 ,证明了方案优先顺序与转化系数大小无关 ,但较大转化系数能放大方案之间的差别 ,而较小系数则缩小

方案之间差别的性质 .相关结论可为互补判断矩阵的权重求解以及一致性分析提供参考.
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Abstract : The preference information t ranslation problem of consistency and weight variation during the group

decision2making process is studied. In the consistency side , the conclusion is obtained that the ordinal consistency and

complete multiplicative consistency of the complementary comparison matrix are the same to the reciprocal comparison

matrix which is t ranslated f rom the complementary matrix via the different factor. In addition , the consistency ratio of

the reciprocal matrix has the positive correlation with the t ranslation factor. In the weight side , the alternative

sequence is independent of the t ranslation factor. Furthermore , the bigger value of the t ranslation factor can magnify

the alternative weight difference , while the smaller value can reduce the difference. The conclusions are avail to the

consistency and weight approach analysis of the comparison matrix.
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1　引　　言
　　随着社会的发展、科学技术的进步 ,知识和信息

量急剧增加 ,使得各种决策问题错综复杂 ,多个决策

者参与的决策情况越来越多 ,群决策问题逐渐受到

国内外学者的广泛关注[1 ] .群决策中决策者可能给

出多种类型的偏好信息[2 ] ,其中 0. 1～0. 9标度由于

既具有较强的心理学基础 ,又吸收了模糊数学的理

论 ,能较好地解决判断矩阵的一致性问题 ,而越来越

受到人们的重视[ 3 ,4 ] ,由此形成了互补判断矩阵.比

较典型的权重求解方法是基于互补判断矩阵和互反

判断矩阵之间的关系 ,将互补判断矩阵转化成互反

判断矩阵后求解[527 ] .此外 ,群决策中常采用信息转

化的方法来集结专家给出的多种结构的偏好信

息[8 ] .然而 ,各种偏好信息一致化时都不可避免地引

起信息失真.据作者掌握的资料 ,目前对转化方法是

否保存了原有偏好信息以及转化过程的内在机理尚

无全面的研究报道 ,而缺乏理论支持的转化方法是

没有依据的.本文对此进行了研究 ,得出了一些有益

的结论.

2　转换过程的一致性变化
　　定义 1 [5 ] 　称判断矩阵 B = ( bij ) n×n为互补判断

矩阵 ,若 bij + bji = 1 , bii = 0 . 5 , i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

定义 2[9 ] 　称判断矩阵 A = ( aij ) n×n 为互反判

断矩阵 ,若 aij a ji = 1 , aii = 1 , i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

定义 3[5 ] 　对于互补判断矩阵 B = ( bij ) n×n ,若

对任意 i , j , k ,有 bik bkj b ji = bki b jk bij ,则称 B具有完全
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乘性一致性.

定义 4[9 ] 　对于互反判断矩阵 A = ( aij ) n×n ,若

对任意 i , j , k ,有 aij = aik a kj ,则称 A 具有完全一致

性.一般在 CR ( A) ≤0 . 1 时认为 A 具有满意一致

性 ,可将 A 导出的权重 w i 作为决策依据 , 其中 :

CR ( A) =
λmax ( A) - n

( n - 1) RI
,λmax ( A) 为 A 的主特征值 , n

为判断矩阵阶数 , RI为随机一致性指标.

定义 5[9 ] 　若由 aij > 1 , ajk > 1能导出 aik > 1 ,

则称判断矩阵具有次序一致性 ;否则 ,若 aik < 1 ,则

称其不具有次序一致性.

由于互补判断矩阵转化成互反判断矩阵的方式

并不唯一 ,本文首先提出互补判断矩阵的α转化方

式 ,进而研究在α不同取值情况下 ,转化过程中一致

性及权重的变化特点.

定义 6　称 aij = ( bij / bji )
α(α> 0) 为互补判断

矩阵的α转化方式.

当α= 1时 ,即为 aij = bij / bji ,属α转化的特例.

定义 7　称 d = ∑
i , j

| a
α
ij - aij | 为判断矩阵

( a
α
ij ) n×n 与 ( aij ) n×n 之间的偏差距离.

2 . 1　次序一致性和完全一致性的变化

定理 1　若 bij ≥0 . 5 ,则 aij ≥1 ;若 bij ≤0 . 5 ,

则 aij ≤1 ;若 bij = 0 . 5 ,则 aij = 1 .

证明 　若 bij ≥0 . 5 ,由 bji = 1 - bij , bji ≤0 . 5 ,

有 bij / bji ≥1 ,则 aij = ( bij / bji )
α ≥1 ;若 bij ≤0 . 5 , bji

≥0 . 5 ,有 bij / bji ≤1 ,则 aij = ( bij / bji )
α ≤1 ;若 bij =

0 . 5 , bji = 0 . 5 ,有 bij / bji = 1 ,则 aij = ( bij / bji )
α

= 1 .

□

定理 1描述了互补判断矩阵基于α转化后得到

的互反判断矩阵元素形式的特点.

定理 2　若互补判断矩阵具有次序一致性 ,即

bij ≥0 . 5 , bjk ≥0 . 5 ,有 bik ≥0 . 5 ,则基于α转换的互

反判断矩阵也具有次序一致性 ,即αij ≥1 , ajk ≥1 ,

有 aik ≥1 .

证明 　根据定理 1 , bij ≥0 . 5 ] aij ≥1 , bjk ≥

0 . 5 ] ajk ≥1 , bik ≥0 . 5 ] aik ≥1 ,易得到定理 2的结

论. □

定理 3　若互补判断矩阵具有完全乘性一致

性 ,即 bik bkj b ji = bki b jk bij ,则基于α转换的互反判断

矩阵也具有完全一致性 ,即 aij a jk = aik .

证明 　由 bik bkj b ji = bki b jk b ij ] bkj b ji

b jk bij
=

bki

bik
,则

aij a jk = ( bij

b ji
)
α

( bjk

bkj
)
α

= ( bij b jk

b ji bkj
)
α

= ( bik

bki
)
α

= aik . □

2 . 2　一致性比例的变化

由于判断矩阵特征值λmax 和元素 aij 之间为复

杂的非线性关系 ,当判断矩阵的阶数较大时难以用

线性方式表达 ,本文利用文献 [10 ,11 ] 的结论进行

分析 ,进而研究互补判断矩阵转化一致性比例的变

化.

性质 1[10 ,11 ] 　对于判断矩阵 A , 特征多项式

pA (λ) =λn + c1λn- 1 + ⋯+ cn中λn- 3 项系数 c3 ,主特

征值为λmax ( A) , c3 和λmax ( A) 的关系为 :c3 越大 ,

λmax ( A) 越小 ;反之 , c3 越小 ,则λmax ( A) 越大.其中

c3 = ∑
1≤i < j < k≤n

(2 - ( aij a jk

a ik
+

aik

a ij a jk
) ) .

　　定理 4　α越大 ,基于α转换的互反判断矩阵一

致性比例 CR越大 ;α越小 ,则 CR越小.

证明 　记由α转换得到的互反判断矩阵为 A
α

= ( ( bij / bji )
α) n×n = ( aij )αn×n , A a 对应的最大特征值

为λmax ,一致性比例 CR =
λmax - n
RI( n - 1)

. 令 f (α) =

( aij a jk

a ik
)
α

+ ( aik

a ij a jk
)
α

, 由 f (α) 表达式的对称性 , 若

aij a jk

a ik
< 1 ,则 aik

a ij a jk
≥1 ;若 aij a jk

a ik
≥1 ,则 aik

a ij a jk
< 1 .不

妨设 f 1 =
aij a jk

a ik
≥1 ,则 f (α) = f

α
1 + (1/ f 1 )α.

下面分析 f (α) 的单调性.当α> 0 ,α≠1时 ,由

假设 f 1 = aij a jk / aik ≥1 ,则 f
α
1 = ( aij a jk / aik )α > 1 ,

1/ f
α
1 < 1 , 即 f

α
1 > 1/ f

α
1 ; 由 d f (α) / dα = ( f

α
1 -

1/ f
α
1 ) ln f 1 ,则 d f (α) / dα> 0 ,由此 , f (α) 呈现单调递

增 ;当α= 1时 , d f (α) / dα= 0 , f (α) = C, C为常数.

而

c3 = ∑
1≤i < j < k≤n

2 - ( f
α
1 +

1
f
α
1

) =

∑
1≤i < j < k≤n

2 - f (α) ,

由 f (α) 递增 ,则 c3 递减.根据性质 1中 c3 和λmax 的

关系 ,可得如下结论 :当α越大时 , f (α) 越大 , c3 越

小 ,则λmax 越大 , CR越大 ;反之亦然. □

定理 4说明了不同的转化方式得到的互反判断

矩阵反映出决策者的逻辑判断一致性水平也不尽相

同.α越大 ,则得到的判断矩阵的一致性越差 ;反之

则越好.

3　转换过程权重的变化
3 . 1　方案顺序的变化

定理 5　通过α转换 ,方案的优先顺序并不随α

的数值大小发生变化.

证明 　用几何平均法求权重 ,有

w i =
(∏

n

j = 1
( bij

b ji
)
α

)
1/ n

∑
n

i = 1
(∏

n

j = 1
( bij

b ji
)
α

)
1/ n

,
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w i

w k
(α) =

(∏
n

j = 1
( bij

b ji
)
α

)
1/ n

(∏
n

j = 1
( bkj

b jk
)
α

)
1/ n

=

　 　 　 (∏
n

j = 1

bij

b ji

b jk

bkj
)
α/ n

,

记 w i

w k
(α) = r

α
.若 r > 1 ,则 r

α
> 1 ;若 0 < r < 1 ,则

r
α

< 1 . □

定理5说明 ,不同α值转化并不改变方案之间的

相对优劣顺序 ,这体现了α转化的保序性.

3 . 2　权重数值的变化

定理6　通过α转换 ,方案之间相对重要性差别

将发生变化 :α > 1时 ,相对重要性差别出现放大现

象 ,α越大 ,放大越明显 ;当 1 >α> 0时 ,相对重要性

差别出现缩小现象 ,α越小 ,缩小越明显.

证明 　设采用几何平均方法求解权重 ,由定理

5 ,
w i

w k
(α) = (∏

n

j = 1

bij

b ji

b jk

bkj
)
α/ n

,记作 w i

w k
(α) = r

α
.若 r >

1 ,当α > 1时 , r
α

> r > 1 .若α2 >α1 ,则 r
α2 > r

α1 ,

且α2与α1的差值越大 ,则 r
α2 与 r

α1 的差值也越大.同

理 ,当 0 <α < 1时 , r > r
α

> 1 .

若 0 < r < 1 ,当α> 1时 , r
α

< r < 1 ;当 0 <α

< 1时 ,1 > r
α

> r. □

定理 7　对某个α1 ,α越大 ,基于α转换得到的

互反判断矩阵与基于α1 时得到判断矩阵之间的偏

差距离越大 ;反之则越小.

证明 　由定义 7 ,

d = ∑
i , j

| a
α
ij - a
α1ij | =

∑
1≤i < j≤n

| ( a
α
ij - a
α1ij ) | +| (1/ a

α
ij - 1/ a

α1ij ) | .

若 aij > 1 ,则 a
α
ij > 1 , a

α1ij > 1 ,且α>α1 ] a
α
ij > a
α1ij ,

1/ a
α
ij < 1/ a

α1ij ,有

d = ∑
1≤i < j≤n

( a
α
ij - a
α1ij ) + (1/ a

α1ij - 1/ a
α
ij ) .

若 aij < 1 ,则 a
α
ij < 1 , a

α1ij < 1 ,且α>α1 ] a
α
ij < a
α1ij ,

1/ a
α
ij > 1/ a

α1ij , 进行如下代换 :b
α
ij = 1/ a

α
ij , b
α1ij =

1/ a
α1ij ,此时有

d = ∑
1≤i < j≤n

( b
α
ij - b
α1ij ) + (1/ b

α1ij - 1/ b
α
ij ) .

不妨设 aij > 1 ,将上式统一写成

d = ∑
1≤i < j≤n

( a
α
ij - a
α1ij ) + (1/ a

α1ij - 1/ a
α
ij ) .

对α求导数 (用符号 d d/ dα表示) ,α1 为常数 ,即得到

　 　　d d/ dα = ∑
1≤i < j≤n

d ( a
α
ij - 1/ a

α
ij )

dα
=

　 ∑
1≤i < j≤n

( a
α
ij + 1/ a

α
ij ) ln aij > 0 .

因此 ,当α> 0 ,α≠1时 , d为递增函数.由此 ,α越大 ,

则偏离距离越大 ;反之亦然. □

定理 5表明 ,基于α的转化不改变方案优劣顺

序 ;定理 6则说明 ,尽管α转化不改变方案之间的优

劣顺序 ,但方案之间的重要性差别却随α的变化而

变化.在一些情况下 ,为了放大方案的相对重要性差

别 ,可适当增大α.但定理 4表明 ,α越大 ,得到的互反

判断矩阵的满意一致性将越差.若基于某个α1 值得

到的互反判断矩阵能代表决策者的真实偏好 ,定理

7表明 ,基于越大的α值得到判断矩阵与决策者的真

实偏好偏差也越大.因此 ,通过增大α值来放大方案

重要性差别将受到一定的限制 ,决策者应综合上述

结论适当选择α.

实际操作过程中 ,可先取α = 1 ,若转化后得到

的判断矩阵具有满意一致性 ,则可适当提高α值.由

于α越大 ,得到判断矩阵的满意一致性越差 ,应保证

转化后的判断矩阵具有满意一致性 ,可作为α取值

上限.若α = 1得到的判断矩阵不具有满意一致性 ,

可适当降低α取值 ,但不存在 CR越小决策效果越好

的结论 ,一般可将α= 0 . 8作为下限值.若α较小 (如

α= 0 . 5甚至更小) ,判断矩阵仍不具有满意一致性 ,

说明决策者原始判断逻辑性较差 ,应适当修正原始

判断.权重数值方面 ,由于 w i

w k
(α) = r

α
,权重放大倍

数与 r有关 ,应根据具体 r值来确定α的取值 ,同时

保证转化后判断矩阵具有满意一致性.

4　算例分析
　　某风险投资公司有一笔资金要进行最优投资 ,

有 4个备选方案 ,即某生物制药公司 ,某食品公司 ,

某时装公司和某计算机软件公司.设决策者聘请若

干专家进行顾问决策 ,专家采用 1～ 9和 0 . 1～ 0 . 9

两种标度 ,采用两两比较给出判断.拟采用将所有互

补判断矩阵转化成互反判断矩阵的方法进行集结 ,

设某位专家给出如下互补判断矩阵 (其余判断矩阵

略) :

B =

0 . 5 0 . 2 0 . 6 0 . 7

0 . 8 0 . 5 0 . 8 0 . 7

0 . 4 0 . 2 0 . 5 0 . 8

0 . 3 0 . 3 0 . 2 0 . 5

.

　　基于不同α转化得到的判断矩阵一致性和权重

见表 1 .由表 1可看出 ,若α越大 ,转化后互反判断矩

阵的一致性比例 CR越大 ;反之则越小.在α < 0 . 8

时 ,得到的互反判断矩阵的一致性比例 CR ≤0 . 1 .

依据层次分析法的原理 ,所得到的判断矩阵具有满

意一致性 ,可将相应判断矩阵导出的权重作为方案

的序.而在α≥0 . 8时 ,所得到的判断矩阵不具有满

意一致性 ,并且α越大时 ,一致性比例 CR增长越快 ,

85
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表 1　α不同取值时的结果

α CR 方案排序 w1/ w2

0 . 2 0 . 006 2 2 ,1 ,3 ,4 1 . 21

0 . 4 0 . 025 2 ,1 ,3 ,4 1 . 47

0 . 6 0 . 056 8 2 ,1 ,3 ,4 1 . 80

0 . 8 0 . 102 5 2 ,1 ,3 ,4 2 . 20

1 . 0 0 . 163 1 2 ,1 ,3 ,4 2 . 70

1 . 2 0 . 239 8 2 ,1 ,3 ,4 3 . 31

1 . 4 0 . 334 2 2 ,1 ,3 ,4 4 . 06

导致判断矩阵的一致性也越差.然而不管α的大小

如何 ,方案之间的优劣顺序并不发生变化 ,即始终有

方案排列顺序 2 ,1 ,3 ,4 ,该性质为采用转化方式求

解互补判断矩阵的权重提供了理论保障 ,即方案之

间的相对排序不受人为α值的选择影响.此外 ,由表

1可见 ,α越大 ,方案之间相对重要性差别也越大 ,即

放大了方案之间的差距 ,这为一些决策情况下要适

当拉开方案之间的差距提供了一种解决途径.

5　结 　　论
　　1) 基于α转化得到的互反判断矩阵次序一致性

与转换前的互补判断矩阵相同 ,且若互补判断矩阵

具有乘性一致性 ,则互反判断矩阵具有完全一致性.

因此 ,α转化并不改变决策者判断的一致性特性 ,说

明采用信息转化来求解互补判断矩阵的权重方法是

可行的 ,相关结论为互补判断矩阵的权重求解提供

了理论依据.

2) 采用不同数值的α转化 ,得到互反判断矩阵

的一致性比例不同 ,且一致性比例数值的大小随着

α的增大而增大. 从改善判断矩阵的一致性角度来

看 ,应采用较小的α.此外 ,这种特点也为改进不一

致判断矩阵提供了一种方法 ,即若适当地将判断矩

阵的各元素进行α次乘幂 (α < 1) ,则得到判断矩阵

的一致性比例数值较原判断矩阵的一致性有所改

善.

3)α转化方法不改变方案之间的优劣顺序 ,但

较大的α(α > 1) 能放大方案之间的优劣关系 ,而较

小的α(α< 1) 则能缩小差距.就此而言 ,可选择适当

的α数值 ,以调整方案相对权重的数值大小.比如 ,

决策者若想得到差异较大的排序向量 ,则可选择较

大的α,但由定理 4和定理 7 ,α的选择受到满意一致

性等条件的限制.
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