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一类高阶次随机非线性系统的状态反馈镇定

段　纳1 ,2 , 解学军1 ,2 , 张嗣瀛3

(1.曲阜师范大学 自动化研究所 , 山东 曲阜 273165 ; 2.徐州师范大学 电气工程及

自动化学院 , 江苏 徐州 221116 ; 3.东北大学 信息科学与工程学院 , 沈阳 110004)

摘　要 : 针对一类高阶次随机非线性系统 ,研究其状态反馈镇定问题.基于最近发展起来的增加幂次积分器技术 ,通

过适当地选取 Lyapunov函数和设计参数 ,给出了一个光滑的状态反馈反推控制器的设计过程 ,所设计的控制器保

证了闭环系统在原点处的平衡点是概率意义下全局渐近稳定的.
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Abstract : For a class of high2order stochastic nonlinear systems , the problem of state2feedback stabilization is studied.

Based on the adding a power integrator technique developed recently , by appropriately choosing Lyapunov functions

and design parameters , a design procedure of smooth state2feedback backstepping controller is p resented to guarantee

that the equilibrium at the origin of the closed2loop system is globally asymptotically stable in probability.
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1　引　　言
　　考虑如下高阶次非线性系统 :

Ûx i = x
pi
i+1 + <T

i ( �x i )θ, i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

Ûx n = upn + <T
n ( �x n)θ. (1)

其中 : p i是正奇数 , i = 1 ,2 , ⋯, n ,当 pi = 1时 ,系统

(1) 退化为众所周知的严格反馈形式.近年来 ,反推

设计方法已成为这类系统的鲁棒和自适应控制研究

的有力工具[1 ,2 ] .在此基础上 ,Lin和Qian[326 ]针对系

统 (1) , 考虑了一系列控制问题.

　　受上述思想的启发 ,本文考虑如下高阶次随机

非线性系统 :

d x i = x p
i+1 d t + <T

i ( �x i ) dω, i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

d x n = up d t + <T
n ( �x n) dω. (2)

其中 : x = [ x1 , x2 , ⋯, x n ]T ∈Rn和 u ∈R分别是系

统的可测状态和控制输入 ; <i ( �x i ) ∈R r是满足<i (0)

= 0的光滑函数 ,且 �x i = [ x1 , x2 , ⋯, x i ]T ∈R i ;ω∈

R r 是定义在概率空间 (Ω, F , P) 上的独立标准

Wiener过程向量 ,Ω, F和 P 分别是样本空间、σ2代
数域和概率测度 ; p ≥1是奇数.

　　当 p = 1时 , 这类随机系统的全局稳定控制器

的设计已经取得了很大进展. 文献 [7 ,8 ] 分别给出

了随机系统的稳定性理论.在此数学基础上的一大

突破是 Pan和Basar的工作 , 他们在文献[9 ]中使用

二次L yap unov函数和增大反馈权值法设计控制器 ;

另一主要工作是 Krstic和 Deng[10 ,11 ]通过引入 4 次

L yap unov函数 ,在闭环系统的平衡点干扰为零的假

设下 ,得到了全局渐近稳定控制.在最新的一些工作
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中 ,文献[12 ] 通过引入随机小增益定理 ,文献 [13 ]

通过动态信号和改变供能函数方法 , 分别研究了自

适应输出反馈控制.

　　本文针对系统 (2) , 研究其状态反馈镇定问题.

通过适当选取L yap unov函数 ,设计了一个光滑的状

态反馈反推控制器 ,保证了闭环系统在原点处的平

衡点是概率意义下全局渐近稳定的.

2　预备知识
　　用 R+ 表示 [0 , + ∞) , X T 表示 X 的转置 ,

Tr ( X) 表示方阵 X的迹 , |·| 表示欧氏空间中向量

的 2范数 , Ci 表示相应定义域上的 i 阶连续可微函

数. K表示连续、严格单调、零点等于 0的 R+ 到 R+

的函数全体 ; K∞表示 K中无界函数全体 ; R+×R+

到 R+的函数β( s , t) ∈KL 表示对给定的 t ,β(·, t) ∈

K ,而给定 s ,β( s ,·) 是单调减少的且lim
t→∞
β( s , t) = 0 .

　　下面给出一些引理 :

　　引理 1　对任意的实变量 x i , y和 z j ( i = 1 ,2 ,

⋯,�l , j = 1 ,2 , ⋯, l) , �x i = [ x1 , x2 , ⋯, x i ]T ,给定光

滑映射 g1 i : R i →R和 g2 : R l+1 →R ,则对任意正奇数

p ,存在实数 M i > 0和非负光滑函数 h1 i : R i →R , h2 :

R l+1 →R ,使得

| x p+2
i [ ( y + x i g1 i ( �x i ) ) p - ( x i g1 i ( �x i ) ) p ] | ≤

M i x 2 p+2
i +| y | 2 p+2 h1 i ( �x i ) ,

| y p+2 ( z p
1 + ⋯+ z p

l + y p ) g2 (�z l , y) | ≤

p
2 p + 2

(| z1 | 2 p+2 + ⋯+

| z l | 2 p+2 ) +| y | 2 p+2 h2 (�z l , y) .

其中

M i =
p + 2

2 p + 2
+ C1

p
p + 3

2 p + 2
+

　 　⋯+ Cp- 1
p

2 p + 1
2 p + 2

,

h1 i ( �x i ) =

p
2 p + 2

+ C1
p

p - 1
2 p + 2

| g1 i ( �x i ) |
2 p+2
p- 1 +

⋯+ Cp- 1
p

1
2 p + 2

| g1 i ( �x i ) |
(2 p+2) ( p- 1)

,

h2 (�z l , y) =

p + 2
2 p + 2

| g2 (�z l , y)
2 p+2
p+2 +| g2 (�z l , y) | .

显然当 g2 (�z l , y) = g2 (�z l ) 时 , h2 (�z l , y) = h2 (�z l ) .

　　证明过程类似于文献[5 ] ,此略.

　　考虑如下随机非线性系统 :

d x = f ( x , u) d t + g ( x) dω. (3)

其中 : x ∈Rn是可测的状态 , u ∈Rm是输入 ,ω∈R r

是独立标准 Wiener过程向量.对任意 t ≥0 ,当 x ∈

Rn时 , f : Rm+ n →Rn和 g : Rn →Rn×r是局部Lip schitz

函数且局部有界 , 且 f (0) = 0 , g (0) = 0 .

　　定义 1[10 ] 　如果对于任意的ε> 0 ,存在一类

KL 函数β(·,·) ,满足 P{ | x ( t) | <β(| x0 | , t) } ≥

1 -ε, Πt ≥0 , Π x0 ∈Rn\ { 0} ,则称系统 (3) 在平衡

点 x = 0是概率意义下全局渐近稳定的.

　　引理 2[10 ] 　对于系统 (3) , 若存在一个 C2 函数

V ( x) 及 K∞函数α1 ,α2 , K函数α3 , 使得

α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) ,

LV ( x) =

5V ( x)
5 x

f +
1
2

Tr[ gT 52 V ( x)
5 x2 g] ≤

- α3 (| x | ) ,

则系统 (3) 在[0 , + ∞) 上存在唯一解 ,且在平衡点 x

= 0是概率意义下全局渐近稳定的.其中 LV ( x) 称

为 V ( x) 沿系统 (3) 的无穷小算子.

3　反推控制器设计
　　对随机非线性系统 (2) ,采用如下假设 :

　　假设 1　对于 <i ( �x i ) ,存在一个已知的非负光

滑函数ρi (·) , 使

| <i ( �x i ) | ≤(∑
i

j = 1
| x j | p)ρi ( �x i ) ,

i = 1 ,2 , ⋯, n.

　　控制目标是为系统 (2) 设计一个光滑的状态反

馈控制器 ,使得闭环系统在概率意义下全局渐近稳

定.

　　下面利用反推方法设计控制器.引进误差变量

　　　z1 = x1 ,

　　　z i = x i - αi- 1 ( �x i- 1 ) , i = 2 ,3 , ⋯, n , (4)

其中αi - 1 ( �x i- 1 ) 为待设计的光滑虚拟控制器.由 Itô

公式 ,式 (2) 和 (4) 得

d z i = d ( x i - αi- 1 ( �x i - 1 ) ) =

( x p
i+1 - ∑

i - 1

l = 1

5αi - 1

5 x l
x p

l+1 -

1
2 ∑

i = 1

k , m = 1

52αi- 1

5 x k 5 x m
·<T

k ( �x k ) <m ( �x m ) ) d t +

ηT
i ( �x i ) dω, i = 1 ,2 , ⋯, n. (5)

其中

x n+1 = u ,

ηi ( �x i ) = <i ( �x i ) - ∑
i- 1

l = 1

5αi - 1

5 x l
<l ( �x l ) .

　　Step 1　由假设 1和式 (4) 得

| <1 ( x1 ) | ≤| z1 | p�ρ1 ( z1 ) ,

�ρ1 ( z1 ) =ρ1 ( x1 ) . (6)

选取第 1个 L yap unov函数

V 1 ( z1 ) =
1

p + 3
z p+3

1 , (7)

16
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选择一个光滑的虚拟控制器

　　　α1 ( x1 ) = - z1β1 ( z1 ) ,

　　　β1 ( z1 ) =

　　　( c1 + d1 z2 p- 2
1 +

p + 2
2

z p- 1
1 �ρ2

1 ( z1 ) )
1/ p

, (8)

并考虑式 (6) , 则

LV 1 =

z p+2
1 x p

2 +
p + 2

2
Tr [ z p+1

1 <1 ( x1 ) <T
1 ( x1 ) ] ≤

- c1 z2 p+2
1 - d1 z4 p

1 + z p+2
1 ( x p

2 - αp
1 ) , (9)

其中 c1 , d1 > 0是设计参数.

　　Step i (递归过程) 　假设在第 i - 1步已经得到

光滑虚拟控制器α1 ( x1 ) , ⋯,αi- 1 ( �x i- 1 ) 形如

α1 ( x1 ) = - z1β1 ( z1 ) , ⋯,αi - 1 ( �x i- 1 ) =

- z i - 1βi- 1 (�z i - 1 ) , (10)

β1 ( z1 ) , ⋯,βi - 1 (�z i- 1 ) > 0是光滑函数 ,使得第 i - 1

个 L yap unov函数

V i- 1 ( z1 , ⋯, z i - 1 ) =
1

p + 3∑
i- 1

j = 1

z p+3
j

满足

LV i- 1 ≤

- ∑
i - 2

j = 1

( cj , i- 1 , z2 p+2
j + d j , i - 1 z4 p

j ) - ci - 1 z2 p+2
i - 1 -

di - 1 z4 p
i- 1 + z p+2

i- 1 ( x p
i - αp

i- 1 ) . (11)

其中

cj , i- 1 = cj , i- 2 -
p

2 p + 2
,

d j , i- 1 = d j , i- 2 -
i - 2

2
-

( p + 2) ( i - 1)
4

,

j = 1 ,2 , ⋯, i - 3 ,

ci - 2 , i- 1 = ci - 2 - M i - 2 -
p

2 p + 2
,

di- 2 , i- 1 = di- 2 -
i - 2

2
-

( p + 2) ( i - 1)
4

,

M i- 2 = ⋯ = M1 =

p + 2
2 p + 2

+ C1
p

p + 3
2 p + 2

+ ⋯+ Cp- 1
p

2 p + 1
2 p + 2

,

ci - 1 > 0 , di - 1 > 0是设计参数.下面证明对于第 i个

L yap unov函数

V i (�z i ) = V i - 1 (�z i- 1 ) +
1

p + 3
z p+3

i , (12)

式 (11) 仍同样成立.

　　由式 (5) 和 (11) 得

LV i ≤

- ∑
i - 2

j = 1

( cj , i- 1 z2 p+2
j + d j , i- 1 z4 p

j ) - ci- 1 z2 p+2
i - 1 -

di- 1 z4 p
i- 1 + z p+2

i- 1 ( x p
i - αp

i- 1 ) + z p+2
i ( x p

i+1 - αp
i ) +

z p+2
i αp

i + z p+2
i [ - ∑

i - 1

l = 1

5αi - 1 ( �x i- 1 )
5 x l

x p
l+1 -

1
2 ∑

i - 1

k , m = 1

52αi- 1 ( �x i- 1 )
5 x k 5 x m

<T
k ( �x k ) <m ( �x m ) ] +

p + 2
2

Tr[ z p+1
i ηi ( �x i )ηT

i ( �x i ) ]. (13)

由式 (4) , (10) 和假设 1知 ,存在非负光滑函数 �ρi (·)

和ρi1 (·) 使得

| <i ( �x i ) | ≤∑
i

j = 1
| x j | pρi ( �x i ) ≤

| z1 | pρi ( �x i ) + 2 p- 1 ∑
i

j = 2

(| z j | p +

| z j - 1 | pβp
j - 1 (�z j - 1 ) )ρi ( �x i ) ≤

∑
i

j = 1

| z j | p�ρi (�z i ) ,

|ηi ( �x i ) | ≤

∑
i

j = 1
| z j | p�ρi (�z i ) +

∑
i- 1

l = 1
|

5αi- 1 ( �x i - 1 )
5 x l

|·(∑
l

j = 1
| z j | p�ρl (�z l ) | ) ≤

∑
i

j = 1
| z j | pρi1 (�z i ) . (14)

由式 (4) , (10) 和引理 1易得

z p+2
i- 1 ( x p

i - αp
i- 1 ) =

z p+2
i- 1 ( ( z i +αi- 1 ) p - αp

i- 1 ) ≤

M i - 1 z2 p+2
i - 1 + z2 p+2

i γi1 (�z i- 1 ) . (15)

其中

M i- 1 =
p + 2

2 p + 2
+ C1

p
p + 3

2 p + 2
+

　　　 ⋯+ Cp- 1
p

2 p + 1
2 p + 2

,

γi1 (�z i- 1 ) =

p
2 p + 2

+ C1
p

p - 1
2 p + 2
β

2 p+2
p- 1

i- 1 (�z i- 1 ) +

⋯+ Cp- 1
p

1
2 p + 2
β(2 p+2) ( p- 1)

i- 1 (�z i - 1 ) .

利用引理 1和 Young不等式得

| z i | p+2 ∑
i- 1

j = 1
|

5αi- 1 ( �x i- 1 )
5 x j
‖z j +1 +αj | p ≤

∑
i

j = 1
| z i | p+2 | z j | pγi2 (�z i- 1 ) ≤

p
2 p + 2∑

i - 1

j = 1
z2 p+2

j + z2 p+2
i �γi2 (�z i- 1 ) . (16)

其中

�γi2 (�z i - 1 ) =
p + 2

2 p + 2
γ

2 p+2
p+2

i2 (�z i - 1 ) +γi2 (�z i- 1 ) .

由式 (14) 得

26
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　| z i | p+2 1
2 ∑

i - 1

k , m = 1
|

52αi- 1 ( �x i - 1 )
5 x k 5 x m

| ×

　| <k ( �x k ) ‖<m ( �x m ) | ≤

　| z i | p+2 1
2 ∑

i - 1

k , m = 1

γi3 (�z i - 1 ) (| <k ( �x k ) | 2 +

　| <m ( �x m ) | 2 ) =

　( i - 1) ∑
i- 1

j = 1
| z i | p+2γi3 (�z i - 1 ) | <j ( �x j ) | 2 ≤

　( i - 1) ∑
i- 1

j = 1
| z i | p+2γi3 (�z i - 1 ) j (∑

j

m = 1
z2 p

m �ρ2
j (�z j ) ) =

　( i - 1) ∑
i- 1

j = 1
z2 p

jγi3 (�z i - 1 ) | z i | p+2 (∑
i- 1

m = j

m�ρ2
m (�z m ) ) ≤

　 i - 1
2 ∑

i- 1

j = 1
z4 p

j +

　 i - 1
2

z2 p+4
i γ2

i3 (�z i- 1 ) ∑
i - 1

j = 1
(∑

i - 1

m = j

m�ρ2
m (�z m ) )

2
. (17)

利用式 (16) 和 (17) 得

z p+2
i [ - ∑

i - 1

l = 1

5αi- 1 ( �x i- 1 )
5 x l

x p
l+1 -

1
2 ∑

i - 1

k , m = 1

52αi- 1 ( �x i- 1 )
5 x k 5 x m

·<T
k ( �x k ) <m ( �x m ) ] ≤

| z i | p+2 ∑
i- 1

j = 1
|

5αi - 1 ( �x i- 1 )
5 x j

| | z j +1 +αj | p +

| z i | p+2 1
2 ∑

i - 1

k , m = 1
|

5αi - 1 ( �x i- 1 )
5 x k 5 x m

| ×

| <k ( �x k ) ‖<m ( �x m ) | ≤

p
2 p + 2∑

i- 1

j = 1
z2 p+2

j + z2 p+2
i �γi2 (�z i- 1 ) +

i - 1
2 ∑

i- 1

j = 1
z4 p

j +

i - 1
2

z2 p+4
i γ2

i3 (�z i - 1 ) ∑
i - 1

j = 1
(∑

i - 1

m = j

�ρ2
m (�z m ) )

2
. (18)

最后考虑式 (13) 中的最后一项.首先由 Young不等

式得

( p + 2) ∑
i- 1

j = 1
| z i | 2 p+1 | z j | pρ2

i1 (�z i ) ≤

p + 2
2 ∑

i- 1

j = 1
z2 p

i z 2 p
j +

p + 2
2 ∑

i - 1

j = 1
z2 p+2

i ρ4
i1 (�z i ) ≤

( p + 2) ( i - 1)
4

z4 p
i +

p + 2
4 ∑

i- 1

j = 1
z4 p

j +

( p + 2) ( i - 1)
2

z2 p+2
i ρ4

i1 (�z i ) ,

p + 2
2 ∑

i - 1

k , m = 1
z p+1

i | z k | p | z m | pρ2
i1 (�z i ) ≤

( p + 2) ( i - 1)
2 ∑

i- 1

j = 1
z p+1

i z 2 p
jρ2

i1 (�z i ) ≤

( p + 2) ( i - 1)
4 ∑

i- 1

j = 1
z4 p

j +

( p + 2) ( i - 1) 2

4
z2 p+2

i ρ4
i1 (�z i ) . (19)

根据式 (14) 和 (19) , 则

p + 2
2

Tr [ z p+1
i ηi ( �x i )ηT

i ( �x i ) ] ≤

p + 2
2

z p+1
i (∑

i

j = 1
| z j | pρi1 (�z i ) )

2
=

p + 2
2

z3 p+1
i ρ2

i1 (�z i ) + ( p + 2) ∑
i- 1

j = 1
| z i | 2 p+1 | z j | p ·

ρ2i1 (�z i ) +
p + 2

2 ∑
i- 1

k , m = 1

z p+1
i | z k | p | z m | pρ2

i1 (�z i ) ≤

( p + 2) ( i - 1)
2

z2 p+2
i ρ4

i1 (�z i ) +
( p + 2) ( i - 1) 2

4
·

z2 p+2
i ρ4

i1 (�z i ) +
p + 2

2
z3 p+1

i ρ2
i1 (�z i ) +

( p + 2) ( i - 1)
4

z4 p
i +

( p + 2) i
4 ∑

i - 1

j = 1
z4 p

j . (20)

这里的函数γi1 (�z i - 1 ) ,γi2 (�z i - 1 ) , �γi2 (�z i - 1 ) ,γi3 (�z i - 1 )

均为非负光滑函数.选取第 i个光滑虚拟控制器

αi ( �x i ) = - z iβi (�z i ) ,

βi (�z i ) =

( ci + di z
2 p- 2
i +γi1 (�z i- 1 ) + �γi2 (�z i- 1 ) +

( p + 2) ( i - 1)
2
ρ4i1 (�z i ) +

( p + 2) ( i - 1) 2

4
ρ4i1 (�z i ) +

i - 1
2

z2
iγ2

i3 (�z i- 1 ) ∑
i- 1

j = 1
(∑

i- 1

m = j

m�ρ2
m (�z m ) )

2
+

p + 2
2

z p- 1
i ρ2

i1 (�z i ) +
( p + 2) ( i - 1)

4
z2 p- 2

i )
1/ p

.

(21)

其中

cji = cj , i - 1 -
p

2 p + 2
,

d ji = d j , i - 1 -
i - 1

2
-

( p + 2) i
4

,

j = 1 ,2 , ⋯, i - 2 ,

ci- 1 , i = ci - 1 - M i- 1 -
p

2 p + 2
,

di - 1 , i = di- 1 -
i - 1

2
-

( p + 2) i
4

.

将式 (15) , (18) , (20) 和 (21) 代入 (13) 得

LV i ( z1 , z2 , ⋯, z i ) ≤

- ∑
i- 1

j = 1

( cj , i z
2 p+2
j + d j , i z

4 p
j ) -

ci z
2 p+2
i - di z

4 p
i + z p+2

i ( x p
i+1 - αp

i ) ,

ci , di > 0为设计参数且βi (�z i ) > 0是光滑函数.
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　　Step n　选取控制律

u = - z nβn (�z n) . (22)

从而

　　LV n ≤- ∑
n- 1

j = 1

( cjn z 2 p+2
j + d jn z 4 p

j ) -

　　　　　cn z 2 p+2
n - dn z 4 p

n ,

　　cjn = cj - M j -
p ( n - j)
2 p + 2

,

　　d jn = d j -
1
2 ∑

n- 1

k = j

k -
p + 2

4 ∑
n

k = j +1
k ,

　　M j =
p + 2

2 p + 2
+ C1

p
p + 3

2 p + 2
+ ⋯+

　　 　 　Cp- 1
p

2 p + 1
2 p + 2

, j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 .

其中 :V n =
1

p + 3∑
n

i = 1

z p+3
i ; cn , dn > 0为设计参数.至

此 ,可得如下结论.

　　定理 1　对满足假设 1的高阶次随机非线性系

统 (2) , 通过适当地选取设计参数 ci和 d i ,可使闭环

随机系统 (2) 和 (22) 存在唯一解且在原点处的平衡

点是概率意义下全局渐近稳定的.

　　证明 　选取

cj > M j +
p ( n - j)
2 p + 2

,

d j >
1
2 ∑

n- 1

k = j

k +
p + 2

4 ∑
n

k = j +1

k ,

j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 , cn > 0 , dn > 0 ,

c = min{ c1 n , ⋯, cn- 1 , n , cn} ,

d = min{ d1 n , ⋯, dn- 1 , n , dn} ,

则 LV n ≤- c∑
n

i = 1
z2 p+2

i - d∑
n

i = 1
z4 p

i .由 V n的定义 ,据引

理 2知结论成立. □

4　结 　　语
　　本文研究了一类高阶次随机非线性系统.在一

系列增长条件下 ,通过适当地选取 L yap unov函数 ,

设计了一个光滑的状态反馈控制器 ,使闭环系统在

原点处的平衡点是概率意义下全局渐近稳定的.未

来的工作将深入研究高阶次随机非线性系统的输出

反馈控制问题.
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