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一种新的回归型约简多分辨率相关向量机
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摘 　要 : 提出一种新的稀疏贝叶斯回归算法. 基于相关向量机 ,首先通过尺度核和小波核构造完备基以提高预测精

度 ;然后利用保局投影对输入矩阵的列进行主成分提取以减少训练时间 ,从而形成算法的初步模型 .为进一步减小较

大规模训练数据集的回归时间压力 ,算法对训练数据集的分层采样建立了初步模型 ,进而产生实际较小规模的训练

数据集. 实验结果表明 ,算法在预测精度和鲁棒性上优于传统支持向量机和相关向量机 ,且其训练时间较相关向量机

少.
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Abstract : To further improve the prediction accuracy and running efficiency , a novel sparse Bayesian algorithm for

regression is proposed. Based on relevance vector machine , a set of complete basises are const ructed by combing

scaling and wavelet kernels to increase the prediction accuracy , and then the principal component s of input matrix

columns are extracted by using locality preserving projections to reduce the t raining time , which forms a primary

model. To further reduce the time pressure for a larger t raining data set , the algorithm creates a smaller t raining data

set via the primary model based on a st ratified sample. Experimental result s of artificial and real data show that the

proposed algorithm is superior to t raditional support vector machine and relevance vector machine in both prediction

accuracy and robustness and has less t raining time than relevance vector machine.
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1 　引 　　言
　　基于统计学习理论的结构风险最小化原则 ,

Vap nik[1 ]提出的支持向量机 ( SVM) 通过最小化经

验风险和置信范围提高了算法的泛化能力. 与以训

练误差最小化为优化目标的方法不同 ,支持向量机

以训练误差作为约束条件 ,以置信范围最小化作为

优化目标 ,其泛化能力优于神经网络等传统学习方

法. 另外 ,支持向量机的解是全局最优的并且是唯一

的 ,因而 ,支持向量机一经出现就受到广泛的重视.

然而支持向量机却存在以下缺点[2 ] :1) 支持向

量数目基本上随训练集的规模线性增长 ;2) 其输出

为一个点估计 ,而不是概率的 ;3) 在回归中需估计ε

不敏感参数 ,因而需进行交叉验证 ;4)其核函数需要

满足 Mercer [2 ]条件. 为摆脱以上问题 ,Michael [2 ] 提

出一种与支持向量机相似的稀疏概率模型 ,即相关

向量机 ( RVM) ,其训练是在贝叶斯框架下进行的 ,

可以进行回归估计预测 ,从而获得预测值的分布 ,最

后得到一个基于核函数的稀疏解. 相比支持向量机 ,

相关向量机克服了上述所有缺点 ,已被证实在回归

精度方面优于前者[2 ] ,并成功地应用于混沌时间序

列预测[ 3 ,4 ]和电力负荷预测[5 ]等领域. 然而相关向量

机需要不断迭代计算超参数 ,因而比支持向量机的
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训练时间长 ,而且当训练集的规模较大时 ,其训练时

间往往难以忍受. 此外 ,相关向量机假设采用的核函

数为解空间的一个完备基 ,但这一假设并不合理.

在保持相关向量机优点的基础上 ,本文通过选

取尺度核函数及小波核函数构造解空间的完备基 ,

应用保局投影 (L PP) [ 6 ] 约简输入矩阵列维数 , 并对

训练数据集采样建模得到较小规模的训练数据集 ,

进一步减小训练时间 ,从而提出了约简多分辨率相

关向量机 (RMR_RVM)算法. 实验结果表明了算法

在预测精度、鲁棒性和训练时间上的优越性.

2 　相关向量机的回归原理
　　对于样本集 ( x1 , y1 ) , ⋯, ( xM , y M ) ,设 y 独立且

数据噪声服从方差为σ2 的高斯分布 ,则相关向量机

最后的回归形式 f̂ ( x) 可表示为

f̂ ( x) =β0 + ∑
M

j = 1
k ( x , xj )βj . (1)

其中 : k ( x , xj ) 为核函数 ,βj 为回归系数. 对应系数不

为零的向量称为相关向量. 结合式 (1) ,则样本集的

似然函数为

p ( y | β,σ2 ) =

(2πσ2 ) - M/ 2 exp{ -
1

2σ2 ‖y - Φβ‖2 } . (2)

其中 :β为回归系数的矩阵向量形式 ;Φ为 M ×( M +

1) 输入矩阵 ,且Φnm = k ( xn , xm ) ,Φn1 = 1 .

根据先验概率分布和似然分布 ,利用贝叶斯公

式求得回归系数β的后验概率分布为

p (β| y ,α,σ2 ) =

(2π) - ( M+1) / 2 | Σ| - 1/ 2 ×

exp{ -
1
2

(β- μ) TΣ- 1 (β- μ) } . (3)

其中 :Σ = (ΦT BΦ + A) - 1 ,μ = ΣΦT By , B =σ- 2 IM ,

A = diag (α0 ,α1 , ⋯,αM ) ,α为超参数.

RVM 中回归系数β的估计值可由式 (3) 的后验

分布的均值给出 ,即可通过最大后验 (MA P) 估计得

到. MA P 估计取决于超参数和噪声方差 ,两者可通

过最大化边缘似然分布得到. 超参数和噪声方差的

边缘似然分布如下式所示 :

p ( y | α,σ2 ) =

(2π) - M/ 2 | B- 1 +ΦA - 1ΦT | - 1/ 2 ×

exp{ -
1
2

yT ( B- 1 + ΦA - 1ΦT ) - 1 y} . (4)

3 　约简多分辨率相关向量机
3 . 1 　尺度核函数和小波核函数的结合及构造

在相关向量机中 ,核函数往往只从一类核函数

中选取 ,如仅选取高斯核函数. 这类核函数通过平移

不可能生成平方可积空间 L 2 ( RN ) 上的一组完备

基[7 ] . 但在大多数实际应用中 ,要求回归模型能逼近

平方可积空间 L 2 ( RN ) 中的函数[8 ] . 按照多分辨分

析观点 , L 2 ( RN ) 函数将投影到不同尺度下的小波空

间和某个较大尺度下的尺度空间 ,如

L 2 ( RN ) = V i Ý W i Ý W i+1 Ý W i+2 ⋯. (5)

其中 :V i 为尺度空间 , W i+0 ,1 ,2 ⋯ 为小波空间. 根据多

分辨分析理论 ,文献[9 ] 提出了小波核函数 ,但小波

核函数仅能捕获信号高频部分而会丢失低频信息 ,

而且在样本数据较稀疏的情况下 ,可能无法逼近频

率较丰富的信号. 文献[7 ] 提出一种尺度核函数 ,但

该尺度核函数仅当 i 充分大时 ,才近似认为其尺度

空间 V i 为平方可积空间 L 2 ( RN ) . 为了同时捕捉高

频和低频信息 ,提议将相关向量机的单个核函数扩

展成多个核函数 (此处为尺度核函数和小波核函数 ,

记为多分辨率核函数) ,这样才有可能得到解空间的

完备基. 多个核函数[10 ] 可以构造一个多尺度问题的

合适解 ,而且容易设置超参数. 多个核函数可视为一

个生成函数词典 ,即基词典 ,其对应的解为从词典中

估计出的稀疏解.

关于如何从核函数词典中选择核函数 ,

Mallat [11 ] 提出一个逐步构造线性回归函数的算法.

该算法是迭代的 ,每一步从词典中选择那些最能反

映原始信号 (即待估计函数) 的基函数. 而 Chen[12 ]

则考虑词典中所有的基函数 ,力求寻找最好的线性

组合估计. 在构造多分辨率相关向量机时 ,考虑采用

Chen 的方法 ,因为该方法比较简单 ,且适合相关向

量机的扩展.

考虑核函数词典 K = [ k1 ⋯ki ⋯, k P ] ,则式 (1)

变为

f̂ ( x) =β0 + ∑
M

j = 1
∑

P

i = 1

βji k i ( x , x j ) , (6)

其中 ki ( x , xj ) 为尺度核函数及不同尺度下的小波核

函数. 记式 (6) 的矩阵形式为

F̂ ( X) = Φβ. (7)

　　尺度核函数和小波核函数的构造可依下述定

理[7 ,9 ] 实现 :

定理 1 　设 <( x) ,φ( x) 分别为一维尺度函数和

其对应的小波 , a 为伸缩因子 ,其中 x , a ∈R. 若 x , z

∈RN ,则平移不变尺度核函数和对应小波核函数分

别为

k ( x , z) scaling = ∏
N

i = 1
<( x i - z i ) ,

k ( x , z) wavelet = ∏
N

i = 1

φ( x i - z i

a ) . (8)

　　对于具体的 Shannon 尺度函数 <( x) 和对应的

小波函数φ( x) ,其形式如下式所示 :
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　　　　　<( x) =
sin (πx)

x
,

　　　　　φ( x) =
sin (2πx) - sin (πx)

πx
. (9)

则根据定理 1 构造的尺度核函数和小波核函数分别

为

k ( x , z) scaling = ∏
N

i = 1

sin (π( x i - z i ) )
π( x i - z i )

, (10)

k ( x , z) wavelet =

∏
N

i = 1

sin (2π( x i - z i

a ) ) - sin (π( x i - z i

a ) )

π( x i - z i

a )
. (11)

　　构造完上述多分辨率核函数之后 ,便可通过这

些核函数的扩展使最后的回归精度得以提高. 然而

发现扩展后式 (7) 的输入矩阵Φ与式 (2) 的Φ不同 :

扩展后Φ的大小为 M ×( P·M + 1) .Φ的规模增大

了 ,却使最后的训练时间不减反增 ,这便增大了算法

的训练时间压力.

3 . 2 　维数约简

经多分辨率核函数扩展后的矩阵Φ在规模上 ,

其列数目增加了许多 ,所以解决时间压力的最直观

的方法为对矩阵Φ的列进行变量综合和维数约简.

保局投影 (L PP) [6 ] 是最近提出的一种新的降维算

法 ,其目的在于发现固有的、以欧几里得方式内嵌的

流行结构. 与传统的 PCA 降维算法相比 ,L PP 保存

了输入数据集的局部结构 ,使得孤立点对降维效果

的影响较小.

设有一个位置相似矩阵 S 和输入矩阵 X (此处

X = ΦT ) ,则 L PP 可通过求解下式的最小化问题得

到最佳投影 :

wopt = are min
w ∑(wT Xi - wT Xj )

2 Sij =

　　 are min
w

wT XL XT w ,

s. t . wT XD XT w = 1 . (12)

其中 : Xi 为第 i 列输入数据 ; D 为对角矩阵 ,且 Dii =

∑
j

S ij ; L = D - S为拉普拉斯算子. 经过简单变换可

将式 (12) 变为如下特征向量问题 :

XL XT w =λXD XT w , (13)

其中λ为特征值. 由式 (12) 和 (13) 得到约简后的多

核输入矩阵为

Φnew1 = ΦWopt . (14)

其中 :Wopt 为式 (13) 中前 L 个特征向量组成的矩阵 ;

L 为主成分数目 ,可由特征值的能量比决定. 通常情

况下 ,能量比设定为 100 % ,这就可以保证约简后的

数据集仍能完全反映原来数据集的信息 ,从而使得

回归精度几乎不会降低. 将式 (14) 中的Φnew1 替换式

(2) 中的Φ,并结合式 (3) 和 (4) ,便形成了约简多分

辨率相关向量机算法的初步模型. 此时Φnew1 的规模

变为 M ×L , L < P ·M + 1 .

3 . 3 　数据采样后的训练数据集

维数约简后的输入矩阵Φnew1 在一定程度上可

减轻算法的训练时间压力 ,但当训练样本集的数目

M 较大时 ,Φnew1 的行数仍很大 ,此时行数是影响训

练时间的最重要因素. 从相关向量机 (本文算法) 的

实现可以发现 ,最后的回归精度很大程度上由相关

向量决定 ,因此可通过数据采样技术来提取潜在的、

有可能包含相关向量的较小训练样本集. 假设数据

采样之后的训练样本集数目为 M1 ,则经过维数约简

和数据采样之后输入矩阵Φnew2 的规模为 M1 ×L 1 ,

其中 : M1 < M ; L 1 为采样训练样本集维数约简后的

主成分数目 ,且 L 1 < P·M1 + 1 . 于是输入矩阵的整

体规模降低 ,可大幅减小算法的训练时间.

在采样过程中主要应考虑两个问题 :采样的均

匀性和采样率的大小[13 ] . 采样样本集应能有效代表

原样本集 ,使其能反映原样本集的数据分布. 另外 ,

采样率若太低 ,采样样本集必然丢失原样本集的某

些特质 ,破坏数据的分布 ,因此采样率必须不小于某

一阈值.

对于第 1 个问题 ,可采用分层随机采样[14 ] 技术

完成. 该采样技术将总体数据集分成不重叠的子总

体 ,然后在每一层中用简单随机抽样的方法进行抽

样. 分层随机采样考虑了异质子总体之间存在的差

异 ,充分反映原始数据集中固有的特性. 分层可通过

一些聚类方法实现 ,如 FCM .

第 2 个问题可采用 Chernoff Bounds[13 ] 方法确

定最小采样数据量 ,即

Mmin = tM +
M

| umin |
lg ( 1

δ) +

M
| umin |

lg ( 1
δ)

2
+ 2 t | umin | lg ( 1

δ) .

(15)

其中 : Mmin 为最小采样数据量 ; M 为整个数据库包

含的数据量 ,显然 M1 ≥Mmin ; umin 为最小类包含的

数据量 ; t ,δ为实参数 ,其中 0 ≤ t ≤1 .

基于以上论述 ,为较准确地提取含有相关向量

的候选训练样本 ,本文算法中较小规模训练样本集

的生成采用一种基于初步模型的数据采样方法 ,其

步骤如下 :

1) 通过分层随机采样对训练样本集进行采样 ,

记采样数目为 M1 ( M1 亦为最终的采样数目) ;

2) 对采样样本集建立初步模型 ,将初步模型得

到的相关向量记入新的训练样本集 ,其数目为 M2 ;
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3) 对非相关向量的其余训练样本 ,应用初步模

型进行预测 ,并将预测误差从小到大依次排列 ,选择

前面的 M1 - M2 个记入新的训练样本集 ;

4) 采样完成并得到新的训练样本集 (包含 M1

个数据) .

上述数据采样方法会尽可能地提取相关向量 ,

使得采样后的训练样本集在数目较小的情况下仍能

反映原来样本集的回归信息. 得到新的训练样本集

后 ,经 L PP 维数约简可得到最终的输入矩阵Φnew2 ,

再结合式 (3) 和 (4) 便形成了约简多分辨率相关向

量机算法的最终算法模型.

4 　实验及分析
　　为充分比较本文算法与支持向量机、相关向量

机的性能差异 ,分别将 3 种算法应用于混沌时间序

列预测、波士顿住房问题和色彩再现这些非线性回

归问题. 支持向量机和相关向量机的核函数采用高

斯核 ,其中高斯核的宽度参数均取 0 . 25 . 高斯核[7 ,9 ]

是应用最广泛的核函数之一. 约简多分辨率相关向

量机的核函数分别采用式 (10) 和 (11) 的 Shannon

尺度函数和小波函数. 为简单起见 ,约简多分辨率相

关向量机的小波核函数的伸缩因子 a 均取为 1[9 ] .

特征值的能量比设定为 100 %. 式 (15) 的参数选择

如文献[13 ] ,即 t = 0 . 3 ,δ= 0 . 9 . 本文算法初步模型

和最终模型的最大迭代次数分别选为 5和 100 . 测试

方法采用普遍应用的预测泛化能力方法[225 ] .

4 . 1 　混沌时间序列预测

混沌现象是自然界普遍存在的一种不规则运

动 ,是一种来源于非线性动力系统内部的、本身固有

的复杂动态行为. 近年来 ,混沌时间序列的建模和预

测已成为混沌信号处理研究领域中一个非常重要的

研究方向[3 ] . Logistic 是混沌动力系统中研究比较

透彻的一种混沌序列 ,其形式为

θn+1 = kθn (1 - θn) , (16)

本文同文献 [3 ] 一样针对其进行预测. 式 (16) 中参

数 k在 3 . 57 < k < 4 情况下 ,系统呈混沌状态. 实验

选取 k = 3 . 7 ,θ0 = 0 . 41 ,嵌入维数为 7 ,时间序列数

目为 300 ,选择前 250 个作为训练集 ,后 50 个作为测

试集. 采样后的训练样本集数据为 154 个. 预测的

结果及训练时间如表 1 所示.

表 1 　混沌时间序列预测误差及训练时间

算 　法 平均误差 最大误差 标准差 CPU Time/ s

SVM 0. 032 1 0. 196 8 0. 056 2 1. 953 1

RVM 0. 024 2 0. 229 8 0. 053 3 22. 722 7

RMR_RVM 0 . 005 6 0 . 039 6 0 . 008 1 9 . 764 0

4 . 2 　波士顿住房问题

波士顿住房问题数据集从 UCI 机器学习库

(Machine Learning Repository , ht tp :/ / www. ics.

uci . edu/ ～ mlearn/ databases/ housing/ ) 中获取. 它

是检验算法回归性能的基准数据集 ,包含 506 条 14

维变量的数据. 一般通过前 13 维变量来估计最后一

维变量. 实验选择其中的 481 个数据作为训练集 ,其

余的作为测试集. 采样后的训练样本集数据为 285

个. 最后的预测结果及训练时间如表 2 所示.

表 2 　波士顿住房问题预测误差及训练时间

算 　法 平均误差 最大误差 标准差 CPU Time/ s

SVM 5. 759 9 15. 664 2 5. 237 6 19. 000 0

RVM 4. 250 0 16. 232 8 4. 461 7 55. 269 5

RMR_RVM 2 . 916 5 12 . 198 0 3 . 478 8 34 . 689 9

4 . 3 　色彩再现

随着成像设备如显示器、打印机的不断普及 ,如

何能够准确一致地再现设备之间的色彩具有重要的

理论意义和实用价值. 然而这些设备因各自不同的

色域和自身的色彩特性等原因而不能真实再现彩色

图像 ,而且准确的色彩再现会因涉及到不同设备和

再现过程的内在非线性而比较困难[15 ] .

色彩管理通过引入与设备无关的色彩空间 (如

Lab 空间) 将色彩再现问题转化为成像设备的色彩

校正问题. 实验将 3 种算法 (针对目的色彩空间的每

一维分别建立算法模型) 应用于打印机的色彩校正

问题. 首先通过打印机打印样本集色块 ,然后利用测

色设备测出样本集色块Lab值 ,这样就将CM Y值和

Lab 值之间的非线性关系对应起来. 测试用的打印

机为 H P designjet 800PS 大幅面喷墨打印机. 分光

测色仪为 GetagMacbet h Spet ro Scan Transmission

分光测色仪. 样本集数目为 11 ×11 ×11 = 1 331 ,均

匀选取其中的 2/ 3 (887) 样本作为训练样本 ,其余的

作为测试样本. 采样后的训练样本集数据均为 510

个. 最后的预测结果和算法训练时间如表 3 所示.

表 3 　色彩再现预测误差及训练时间

算 　法 平均误差 最大误差 标准差 CPU Time/ s

SVM 0. 141 3 0. 531 3 0. 075 8 355. 406 3

RVM 0. 130 2 0. 749 8 0. 128 9 5 346. 057 3

RMR_RVM 0 . 089 6 0 . 300 9 0 . 048 0 852 . 035 2

　　从上述 3 个实验结果可以发现 ,相关向量机较

支持向量机的精度 (平均误差) 高 ,这与文献 [2 ] 的

结论是一致的 ,但相关向量机的训练时间却较长. 本

文算法在精度 (平均误差和最大误差) 和鲁棒性 (标

准差) 上均优于支持向量机和相关向量机. 另外 ,由

于本文算法采用数据采样和保局投影技术 ,其训练
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时间虽仍大于支持向量机 ,但较相关向量机已大幅

下降 ,从而提高了算法的运行效率.

5 　结 　　语
　　在核算法领域中 ,相关向量机在很多方面都优

于广泛流行的支持向量机 ,但却存在训练时间较长

等问题. 与支持向量机和相关向量机相比 ,本文算法

在保持相关向量机优点的基础上 ,进一步发展了算

法 ,具有以下特点 :

1) 尺度核函数和小波核函数的多核结合为算

法提供了一个完备的基词典 ,使得最后回归精度得

以提高 ,但同时增加了算法的训练时间压力.

2) 为了对多核输入矩阵的列进行综合并达到

降维目的 ,L PP 的应用使其成为可能 ,而且 L PP 减

小了孤立点的影响 ,在一定程度上缓解了多核带来

的训练时间压力.

3) 针对较大规模数据的训练 ,算法提出对训练

数据集进行采样并建立初步模型得到较小规模的训

练数据集 ,从而进一步减小了算法训练时间压力.

4) 上述 3 种措施各司其职 ,共同提高了算法的

性能. 完备基函数词典用来提高算法的有效性 ;维数

约简和数据采样技术提高了算法的求解效率. 其中 :

前者综合了输入矩阵列的信息 ,后者提取了输入矩

阵行的必要信息 (相关向量信息) . 两者协作生成一

个小规模的输入矩阵 ,从而使算法在提高精度的同

时还提高了运行效率.

下一步的工作是将本文算法应用于更多的实际

问题中.
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