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一类含扰动的非线性切换系统稳定性分析

向峥嵘 , 向伟铭 , 陈庆伟
(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 首先在非零扰动情况下 ,利用平均滞留时间的方法给出保证切换系统一致有界或一致终极有界的条件以及

最终边界.当切换系统中含有不稳定子系统时 ,证明了当切换规则满足一定条件时 ,仍可保证切换系统是有界的.然

后在零扰动情况下 ,给出了扰动非线性切换系统稳定的充分条件 .最后通过仿真算例说明了所得结果的有效性.
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Abstract : Under the condition of non2vanishing perturbation , sufficient conditions for guaranting the uniformly

boundness and uniformly ultimate boundness of system’s solution are derived. When the system is composed of

unstable subsystems and stable subsystems , it is p roved that if the activation time of stable subsystems is relatively

large compared with that of unstable subsystems , then the boundness is guaranteed. Under the condition of vanishing

perturbation , a sufficient condition of the stability of the system is derived. Finally , the simulation result s show that

the methods proposed is effective.
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1　引　　言
　　切换系统是一类重要的混杂系统 ,是指由一组

连续或离散动态子系统组成 ,并按某种切换规则在

各子系统间切换的动力系统[ 1 ] .对切换系统的研究

具有重要的理论意义和应用价值.切换控制在很多

实际系统中得到了应用 ,如 :计算机磁盘控制系统、

熔炉的开关控制以及汽车引擎转矩控制系统等[1 ] .

切换系统的稳定性是研究的一个重要方面.研

究表明 ,由不稳定子系统组成的切换系统 ,经选择合

适的切换可使其稳定 ;而即使全由指数稳定子系统

构成的切换系统 ,却在某些切换序列下失稳[1 ,2 ] .各

种基于李雅普诺夫函数的方法是研究切换系统稳定

性的重要手段[3 ] .基于滞留时间的方法也取得了一

些研究成果.如 :文献 [ 4 ]研究了滞留时间足够长情

况下切换系统的稳定条件 ;文献[5 ]提出了平均滞留

时间的概念 ;文献[6 ]基于平均滞留时间研究了含有

不稳定子系统的线性切换系统的稳定性 ;文献[ 7 ]利

用平均滞留时间研究了切换系统输入2状态稳定问
题 ;文献[8 ]给出一类非线性切换系统二次稳定的充

要条件 ;文献[ 9 ]给出一类特殊形式的非线性切换系

统二次稳定充分条件.

由于实际系统中不可避免地存在建模误差、不

确定性以及干扰等 ,带干扰项的切换系统研究正逐

渐引起人们的重视.文献[ 6 ]研究了含非线性扰动项

的线性切换系统解的有界性问题 ;文献 [ 10 ]给出了

在任意切换规则下含非线性扰动项的线性时变系统

指数稳定的充分条件.本文则利用平均滞留时间方

法 ,研究含扰动情况下非线性切换系统的鲁棒稳定
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性问题 ,得到了扰动非线性切换系统稳定或一致有

界的条件.最后通过仿真例子说明了本文结果的有

效性.

2　预备知识和问题描述
　　考虑具有 N 个子系统的扰动非线性切换系统

Ûx = f i ( x) + gi ( t , x) . (1)

其中 : i ∈ I = { 1 ,2 , ⋯, N} , f i : Rn → Rn 和 g i : [0 ,

∞) ×Rn →Rn是关于 x的局部Lip schitz函数 , gi ( t ,

x) 是扰动项.切换规则σ:[0 , ∞) → I是右连续分段

常值函数.用序列{ tk } ∞k = 0 : = { t0 , t1 , ⋯, tk , ⋯} 表示

系统的切换序列 , t0 为系统的初始时刻 , tk 为系统的

第 k 次切换时刻.假设系统 (1) 的状态 x ( t) 由初始

状态 x (0) ,输入 u( t) 和切换序列{ tk} ∞k = 0 唯一确定.

3　主要结果
　　考虑扰动项为非零扰动的情况 ,即 gi ( t ,0) ≠

0 .假设扰动 gi ( t , x) 满足边界

‖gi ( t , x) ‖≤γ( t) ‖x‖+β( t) , Πi ∈ I. (2)

其中γ: R →R与β: R →R均是非负且连续的.

定理 1　考虑系统 (1) ,若存在一组连续可微的

正定函数 V i ( x) ( i ∈ I) 和常数λ0 > 0满足

α1 ‖x‖2 ≤V i ( x) ≤α2 ‖x‖2 ,

5V i

5 x
≤α3 ‖x‖, (3)

5V i

5 x
f i ( x) ≤- 2λ0 V i ( x) , (4)

其中α1 ,α2 和α3 是正数.在切换时刻 tk ,系统从子系

统 i切换到子系统 j ,存在μ≥1且满足

V j ( x ( tk ) ) ≤μV i ( x ( tk ) ) . (5)

如果平均滞留时间满足

τa ≥lnμ/ (2α) . (6)

其中 :α =λ- α3ε/ (2α1 ) ,λ∈{λ| 0 <λ<λ0 } ,0 ≤

ε< 2α1λ/α3 .对应的扰动项若满足

∫
t

t0

γ(τ) dτ≤ε( t - t0 ) +η,η≥0 , (7)

∫
∞

t0

β( t) d t < ∞, (8)

则系统 (1) 的状态是一致有界且一致终极有界的.

注 1　扰动项满足的条件 (7) 在文献[11 ]中有

详细的讨论.

证明 　对系统 (1) ,由式 (2) ～ (4) 可得

ÛV i ( x) ≤- (2λ0 -
α3

α1
γ( t) ) V i ( x) +

α3β( t) V i ( x) /α1 , Πi ∈ I.

令 W i = V i ,可得

ÛW i ≤- (λ0 -
α3

2α1
γ( t) ) W i +

α3

2 α1

β( t) .

考虑 Πt > 0 , t0 < t1 < ⋯< tk为[ t0 , t ]上的切换时

刻 ,假设在[ tn , tn+1 ) 内第 i个子系统工作 ,其中 0 ≤n

≤k.定义分段连续函数 W ( t) = W i ( x) , t ∈ [ tn ,

tn+1 ) ,有

W ( t) ≤<( t , tk ) W ( tk ) +
α3

2 α1∫
t

tk

<( t ,τ)β(τ) dτ,

其中

<( t ,τ) = exp ( - λ0 ( t - τ) +
α3

2α1∫
t

τ
γ(τ) dτ) .

经推导可得

W ( t) ≤�μk [ <( t , t0 ) W ( t0 ) +

∑
k

n = 1
�μ- n α3

2 α1∫
tn

tn- 1

<( t ,τ)β(τ) dτ] +

α3

2 α1∫
t

tk

<( t ,τ)β(τ) dτ,

其中 �μ = μ.若γ( t) 满足条件 (7) ,当 t >τ时 ,有

<( t ,τ) ≤ρe -α0 ( t-τ) ≤ρ.

其中

α0 =λ0 -
α3ε
2α1

> 0 ,

ρ= exp (
α3η
2α1

) .

由式 (6) 可得

�μk- n ≤�μN0 +
t- tn
τ

a ≤�μN0 eα( t- tn
)

,

其中α =λ-
α3ε
2α1

.因此有

W ( t) ≤�μN0ρe - (α0 -α) ( t- t0 )
W ( t0 ) +

α3ρ

2 α1

�μN0∫
∞

t0

β(τ) dτ.

因为λ0 >λ,所以α0 >α.由式 (2) 可得

‖x ( t) ‖≤
α2

α1
�μN0 e - (α0 -α) ( t- t0 )ρ‖x ( t0 ) ‖+

α3ρ
2α1

�μN0∫
∞

t0

β(τ) dτ,

由于∫
∞

t0

β(τ) dτ< ∞,系统 (1) 一致有界且一致终极

有界.最终边界

b = �μN0
α3ρ
2α1∫
∞

t0

β(τ) dτ. □

　　若扰动项为零 ,即 gi ( t ,0) = 0 , Πi ∈I ,并假设

扰动 gi ( t , x) 满足

‖gi ( t , x) ‖≤γ( t) ‖x‖, Πi ∈ I , (9)

其中γ: R →R为非负且连续.可以看出 ,零扰动是非

零扰动的一种特殊情况.于是可得以下推论 :

推论 1　若零扰动 gi ( t , x) 满足式 (9) ,考虑系

统 (1) ,若存在一组连续可微正定函数 V i ( x) ( i ∈ I)

和常数λ0 > 0满足式 (3) 和 (4) .在切换时刻 tk ,系统
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从子系统 i切换到子系统 j ,存在μ≥1满足式 (5) ,

平均滞留时间满足式 (6) ,对应的扰动项γ( t) 满足

式 (7) ,则系统 (1) 指数稳定.

定理 1和推论 1均要求λ0 > 0且各子系统对λ0

一致成立 ,即要求标称系统各子系统均指数稳定.实

际上 ,在标称系统有不稳定子系统的情况下 ,系统

(1) 在一定的切换规则下也能够保证指数稳定. 若

切换系统由稳定的和不稳定的子系统组成 ,且每个

子系统对应存在一个λi > 0 ( i ∈ I) 满足

5V i

5 x
f i ( x) ≤

- 2λi V i ( x) , i ∈ I - ;

2λi V i ( x) , i ∈ I+ .
(10)

其中 : I - 表示稳定子系统的集合 , I+ 表示不稳定子

系统的集合.令 T - (τ, t) 表示在[τ, t ]内系统所有 i

∈ I - 对应的子系统运动的总时间 , T+ (τ, t) 表示在

[τ, t ]内系统所有 i ∈ I+ 对应的子系统运动的总时

间.定义符号λ- = min
i∈I -
λi ,λ+ = max

i∈I+
λi .

条件1　时间序列 t0 =δ0 <δ1 < ⋯<δk < ⋯,

lim
k→∞
δk = ∞,且 sup

k = 1 ,2 , ⋯
{δk -δk- 1 } = T < ∞,切换规则

在[δk- 1 ,δk ) ( k = 1 ,2 , ⋯) 上满足

T - (δk- 1 ,δk )

T+ (δk- 1 ,δk )
≥
λ+ +λ3

λ- - λ3 ,

λ3 ∈{λ3 | 0 <λ3 <λ- } .

　　定理 2　考虑系统 (1) ,若存在一组连续可微的

正定函数V i ( x) ( i ∈I) 和常数λi ≠0 ( i ∈I) 满足式

(3) 和 (10) .假设在切换时刻 tk ,系统从子系统 i切

换到子系统 j ,存在μ≥1满足式 (5) .在切换规则满

足条件 1的情况下 ,当平均滞留时间满足

τa ≥lnμ/ (2α) . (11)

其中 :α =λ-α3ε/ (2α1 ) ,λ∈{λ| 0 <λ<λ3 } ,0 ≤

ε< 2α1λ/α3 对应的扰动项若满足式 (7) 和 (8) .则系

统 (1) 的解是一致有界且一致终极有界的.

类似定理 1的证明 ,即可证得该定理.

注 2　条件 1实际上保证了切换系统在稳定的

子系统中停留的总时间在某种意义上比在不稳定的

子系统中停留的总时间长.

推论 2　若零扰动 gi ( t , x) 满足式 (9) ,考虑系

统 (1) ,若存在一组连续可微正定函数 V i ( x) ( i ∈ I)

和λi ≠0 ( i ∈ I) 满足式 (3) 和 (10) .在切换时刻 tk ,

系统从子系统 i切换到子系统 j ,存在μ≥1满足式

(5) ,切换规则满足条件 1 , 平均滞留时间满足式

(11) ,对应扰动项γ( t) 满足式 (7) ,则系统 (1) 指数

稳定.

4　数值例子
　　考虑由式 (1) 描述的含两个子系统的扰动切换

系统 ,其中

f 1 = - x - 2 x3 , g1 ( x) = 0 . 5 xsin x +
10

( t + 1) 2 ;

f 2 = x - xsin2 x , g2 ( x) = 0 . 4 x ;

gi ( x) ≤0 . 5‖x‖+
10

( t + 1) 2 , i ∈ I.

取 V 1 = V 2 = x2 ,有μ = 1 ,

ÛV 1 = 2 x ( - x - 2 x3 ) ≤- 2 x2 ,

ÛV 2 = 2 x ( x - xsin2 x) ≤2 x2 ,

因此λ- = 1 ,λ+ = 1 .因为 lnμ= 0 ,所以τa > 0即可

满足定理 2的条件.取λÞ = 0 . 6 ,λ = 0 . 55 ,可得

T - (δk- 1 ,δk )

T+ (δk- 1 ,δk )
≥4 ,

ε=γ( t) < 0 . 55 .

　　切换规则为 :从系统 1 开始 ,在系统 1 中停留

0 . 4 s ,切换到系统 2 ,停留 0 . 1 s ,再切换到系统 1 .此

切换规则满足定理 2的条件.初始条件为 x (0) = 2 ,

仿真曲线如图 1所示.

图 1　含扰动的切换系统状态

5　结 　　语
　　本文研究了一类非线性切换系统在含有扰动情

况下的鲁棒稳定性问题.利用平均滞留时间的方法

分别研究了子系统均是稳定的和包含不稳定子系统

时 ,非线性切换系统稳定或一致有界的条件.仿真结

果表明了所得结论的有效性.
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　　　　　Q =
0 . 026 5 0 . 001 8

0 . 001 8 0 . 013 4
,

　　　　　S =
- 0 . 020 3 - 0 . 034 2

- 0 . 034 2 - 0 . 018 2
.

由 S = GKQ ,可得

GK = SQ - 1 =
- 0 . 598 9 - 2 . 481 7

- 1 . 394 5 1 . 549 7
.

再考虑故障阵 G的具体情况 ,经分离 ,可得反馈增益

K. GK的乘积是一个集合 ,若取

G =
0 . 6 0

0 0 . 8
,

则

K =
- 0 . 998 2 - 4 . 136 2

- 1 . 743 1 1 . 937 1
.

　　图 1给出了仿真结果曲线.其中 :实线是系统正

常状态下的响应曲线 ,虚线是故障状态下的响应曲

线.由图可见 ,性能在可接受范围之内.

图 1　输出响应曲线图

5　结 　　语
　　本文在广义系统的容错控制中 ,考虑了多性能

指标的约束 ,不仅保证了故障系统的稳定性 ,而且还

同时考虑了系统的鲁棒性和动态性能.通过仿真算

例得到了故障系统的满足多指标约束的可行解 ,从

而证明了本算法的可行性.
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