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多指标约束条件下广义系统的容错控制
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摘　要 : 从更接近于工程应用的角度出发 ,提出一种多指标约束条件下的广义系统容错控制方案.当系统在某些传

感器或执行器故障的条件下 ,设计一鲁棒容错控制器 ,利用线性矩阵不等式方法分析了与区域极点指标相容的 H∞

指标和方差上界指标的取值范围 ,建立了容错控制中 3类指标的相容性理论 ,并在相容指标约束下给出了有效的控

制器设计方法.仿真算例说明了该方法的有效性.
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Abstract : A scheme of fault tolerant control for a kind of singular system with multi2indices const raint s is presented

for engineering application. Under the condition of the sensor and actuators failures , a robust fault tolerant controller

is designed. Based on linear matrix inequality approach , the consistency theory on circular pole index , steady variance

index and H∞ const raint s is set up . The ranges of consistent indices are analyzed in detail. Furthermore , the effective

controller design method for systems with const rains of consistent indices is provided. A simulation example shows

the effectiveness and necessity of the designed method.
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1　引　　言
　　近年来 ,连续系统的多指标约束下的容错控制

已取得了一定成果.文献[ 1 ]首次提出了多约束条件

下的容错控制系统设计概念 ,但对具体的理论和技

术没有深入研究.文献[ 2 ]利用 L MI方法 ,研究了一

类线性不确定随机系统的鲁棒 H∞容错控制器设计

方法 ,分析了 H∞性能指标的取值范围 ,但其采用的

故障模型简单且没有考虑极点指标和方差指标约

束.文献[ 3 ]研究了区域极点指标与方差指标约束下

的控制系统设计方法 ,但没有考虑容错性.文献 [ 4 ]

研究了一类线性不确定系统在同时具有区域极点指

标、H∞指标和方差指标约束下的容错控制器的设

计问题.采用连续型执行器故障模型 ,利用线性矩阵

不等式方法 ,分析了相容指标的取值范围和多约束

指标下的容错控制器存在的充分条件 ;并给出了控

制器的构造性设计方法.文献[5 ,6 ]分别研究了不确

定广义系统的区域极点配置问题以及 H∞鲁棒控制

问题.

上述文献仅考虑了广义系统的动态性能指标和

鲁棒性 ,而没有考虑到两者的结合.本文在考虑了广

义系统更适合工程应用的背景下 ,以 L MI为工具 ,

综合考虑了广义系统的区域极点指标、H∞指标和

方差上界指标.在某些传感器或执行器故障的条件

下 ,给出了相容指标约束下有效的控制器设计方法.

本方法综合考虑了广义系统的动态和稳态性能.

2　问题描述
　　考虑如下不确定广义系统 :

　　　EÛx ( t) = ( A +ΔA) x ( t) +



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 23 卷

　　　　　　　( B +ΔB) u( t) + Dω( t) , (1)

　　　　Z( t) = Cx ( t) . (2)

其中 : E , A ∈Rn×n ,且 rank E = d < n; B ∈ Rn×r ;

x ( t) ∈Rn , u ( t) ∈R r 分别是系统的状态向量和控

制输入向量 ;ΔA ,ΔB 表示系统的时不变参数扰动 ,

并假定具有以下形式 :

(ΔA ,ΔB) = M F ( N a , N b) . (3)

其中 : M , F , N a , N b为适维矩阵 ; F是Lebesgue可测

的未知矩阵函数 , 且满足

FT F ≤ I. (4)

称满足上述条件的ΔA ,ΔB 是容许的.

现考虑状态反馈控制律

u( t) = Kx ( t) . (5)

将式 (5) 作用于 (1) 得闭环系统

EÛx ( t) = �A x ( t) + Dω( t) , (6)

其中

�A = A + B K + M F ( N a + N b K) .

考虑到可能的执行器失效 ,引入开关阵 G,其形式为

G = diag[ g1 , g2 , ⋯, gr ] ,

其中 0 ≤gi1 ≤gi ≤giu .显然 ,当 gi1 = giu = 0时 ,

表示第 i个执行器完全失效 ;当 gi1 = giu = 1时 ,表

示第 i个执行器工作正常 ;当 0 ≤gi1 < gi < giu ,且

gi ≠1时 ,表示第 i个执行器部分失效.

包含执行器失效的闭环系统状态方程为

EÛx ( t) = ( A c +ΔA c) x ( t) + Dω( t) ,

z ( t) = Cx ( t) . (7)

其中

A c = A + B G K ,ΔA c = M F ( N a + N b G K) .

假设存在定常状态反馈控制律 u( t) = Kx ( t) 鲁棒

镇定故障闭环系统 (7) ,则系统 (7) 的稳态状态协方

差矩阵

X = lim
t→∞

E( x T ( t) ET Ex ( t) )

存在 ,且是代数 L yap unov方程

X ( A c +ΔA c)
T + ( A c +ΔA c) X + DωD T = 0

的惟一半正定解.

定义 1　考虑不确定故障系统 (7) ,给定开圆盘

Φ( q , r) ,正常数γ> 0 以及 n维行向量σ2 ,若存在定

常状态反馈控制器 u( t) = Kx ( t) ,使故障闭环系统

(7) 同时满足下述条件 :

1) 故障闭环系统的极点集

γ( E , A c +ΔA c) < Φ( q , r) ,

这里γ( E , A) 表示集合{ s | det ( sE - A) = 0 , s ∈

C} ;

2) 故障闭环系统稳态状态协方差矩阵满足

diag ( X) ≤σ2 ;

　　3) 从扰动输入ω( t) 到被控输出 z ( t) 的传递函

数矩阵满足 ‖H (s) ‖∞ <γ.

则称故障系统的区域极点指标、协方差指标与

H∞范数相容.

下面的目标是设计同时满足条件 1) ～ 3) 的鲁

棒容错控制器.为此 ,首先引入几个引理.

引理 1[5 ] 　广义系统 EÛx ( t) = A x ( t) 正则 ,无

脉冲且其极点位于Φ(0 ,1) 内 ,γ( E , A) <Φ(0 ,1) 的

充要条件是 :存在矩阵 V ∈Rn×n ,且 V = V T ,使得以

下两不等式同时成立 :

ET V E ≥0 , A T V A - ET V E < 0 ,

其中Φ(0 ,1) 是指以原点为圆心的单位圆.

下面考虑连续广义系统

EÛx ( t) = �A x ( t) , (8)

其中

�A =
1
r

( A - qE) , A = A c +ΔA c .

　　引理 2[6 ] 　广义系统 (8) 正则 ,无脉冲且γ( E ,

�A ) <Φ(0 ,1) 成立的充要条件是广义系统 EÛx ( t) =

A x ( t) 正则、因果 ,即

γ( E , A) <Φ( q , r) .

　　现在考虑模型

EÛx ( t) = A x ( t) + Bu ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) . (9)

　　在广义系统正则、无脉冲的假设下 ,记

H =
A γ- 2 BB T

- CT C - A T
, �E =

E 0

0 ET
.

　　引理 3　设 H是广义系统 (9) 的 Hamilton矩

阵 ,则以下 3点等价 :

1) ( E , A) 是相容的 ,且 ‖G( s) ‖∞ <γ;

2) 存在矩阵 X满足 Riccati不等式

A T X + X T A +γ- 2 X T BB T X + CT C < 0 ,

ET X = X T E ≥0 ;

　　3) 存在矩阵 X满足如下 L MI :

β(γ, X) =

A T X + X T A X T B CT

B T X - γI 0

C 0 - γI

< 0 ,

ET X = X T E ≥0 .

　　引理 4[3 ] 　给定适维实常数矩阵 Y , Z和对称

实矩阵 R ,则不等式

R + Y F Z + ( Y F Z) T < 0

对所有容许 F ∈ F成立 ,当且仅当存在某个标量ε

> 0 ,使得

R +εY Y T +ε- 1 ZT Z < 0 .

3　主要结果
　　定理 1　广义闭环系统 (7) 正则、无脉冲且

γ( E , A c +ΔA c) <Φ( q , r) 的充要条件是存在矩阵V
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∈Rn×n ,且 V = V T ,使得以下两不等式同时成立 :

ET V E ≥0 , (10)

( A c +ΔA c - qE) T Q( A c +ΔA c -

qE) - r2 ET V E < 0 . (11)

　　证明 　由引理 1 ,再考虑到不确定性 ,参考文

献[5 ] ,即可证得定理 1 . □

定理 2　广义系统 (1) 在考虑执行器故障条件

下和极点集γ( E , A c +ΔA c) <Φ( q , r) 约束下 ,可配

置正定矩阵 Q和反馈增益阵 KG , (考虑开关阵的情

况) 只要满足

( A c +ΔA c - qE) Q( A c +ΔA c -

qE) T - r2 Q < 0 , (12)

Q( A c +ΔA c)
T + ( A c +ΔA c) Q + DωD T < 0 ,

(13)

Q > 0 , (14)

则相应的闭环系统 (7) 的稳态协方差阵 X必满足 X

< Q K .

证明 　考虑到执行器故障情况 ,参考文献[6 ] ,

易得定理 2 . □

定理 3[4 ] 　由引理 3 ,考虑系统 (7) 中从ω到 z

的闭环传递函数 T zω ( s) 满足 ‖T zω‖<γ,即相当于

对比式 (7) 与 (9) ,这里 A = A c +ΔA c , B = D , C =

C.代入引理 3中条件 2) 和 3) 有

( A c +ΔA c)
T X + X T ( A c +ΔA c) +

γ- 2 X T DD T X + CT C < 0 , (15)

ET X = X T E ≥0 . (16)

　　综合定理 1～ 3 ,可得到广义系统在区域极点

指标、H∞指标和方差上界指标等约束下较为理想

的容错控制.只要相应的不等式组

( A c +ΔA c - qE) T Q( A c +ΔA c -

qE) - r2 Q < 0 ,

( A c +ΔA c)
T X + X T ( A c +ΔA c) +

γ- 2 X T DD T X + CT C < 0 ,

ET X = X T E ≥0 ,

Q( A c +ΔA c)
T + ( A c +ΔA c) Q + DωD T < 0

(17)

有交集.当该条件满足时 ,所设计的控制器就会有满

意的动态和稳态性能指标. 这里的 V , Q , X 是统一

的.将以上不等式组化成相应的线性矩阵不等式

(L MI) ,则有如下定理成立 :

定理 4　由定理 2和定理 3 ,结合引理 4 ,可得闭

环系统 (6) ,满足定义 1中约束 1) ～ 3) 成立 ,当且仅

当变量 Q , S ,γ和实变量ε1 ,ε2 ,ε3的L MI组有如下可

行解 :

- rQ +ε1 MM T ( A - qE) Q + BS

Q( A - qE) T + S T B T - rQ

0 N aQ + N bS

→

←

0

QN T
a + S T N T

b

-ε1 I

< 0 ,

AQ + QA T + BS + S T B T +

ε2 MM T + DωD T
QN T

a + S T N T
b

N aQ + N bS -ε2 I

< 0 ,

AQ + QA T + BS + S T B T + CT C

DQ

N aQ + N bS

→

←

QD T QN T
a + S T N T

b

- γ1 I +ε3 MM T 0

0 -ε3 I

< 0 . (18)

其中 : S = GKQ ,满足稳态协方差 X < Q(由 Schur

补不等式 ,借助引理 4可得证以上不等式) .综合可

得

ET X = X T E ≥0 .

　　运用定理 4 ,通过 Matlab软件 ,即可得到所需

要的满足多指标约束条件下的解.

4　仿真举例
　　考虑如下广义不确定系统 :

EÛx ( t) = ( A +ΔA) x ( t) +

　　　　( B +ΔB) u( t) + Dw ( t) ,

z ( t) = Cx ( t) .

其中

E =
1 0

0 0
, A =

- 2 2

1 . 5 - 3
,

B =
1 1

0 1
, C = [0 . 1　0 . 1 ] ,

D =
0 . 5 0 . 3

0 . 6 0 . 4
,

N a =
0 . 5 0 . 1

0 . 1 0 . 5
, N b =

0 . 1 0 . 5

0 . 5 0 . 1
,

M =
0 . 2 0 . 6

0 . 8 0 . 7
, q = 3 , r = 2 . 5 .

w的协方差为

w =
0 . 01 0

0 0 . 01
.

　　设执行器故障阵为

Gl =
0 . 2 0

0 0 . 2
, Gu =

0 . 85 0

0 0 . 85
.

由定理 4中的不等式 3 可得γmin = 0 . 687 6 .取γ =

1 ,综合定理 4中的 1 ,2两式 ,可得
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　　　　　Q =
0 . 026 5 0 . 001 8

0 . 001 8 0 . 013 4
,

　　　　　S =
- 0 . 020 3 - 0 . 034 2

- 0 . 034 2 - 0 . 018 2
.

由 S = GKQ ,可得

GK = SQ - 1 =
- 0 . 598 9 - 2 . 481 7

- 1 . 394 5 1 . 549 7
.

再考虑故障阵 G的具体情况 ,经分离 ,可得反馈增益

K. GK的乘积是一个集合 ,若取

G =
0 . 6 0

0 0 . 8
,

则

K =
- 0 . 998 2 - 4 . 136 2

- 1 . 743 1 1 . 937 1
.

　　图 1给出了仿真结果曲线.其中 :实线是系统正

常状态下的响应曲线 ,虚线是故障状态下的响应曲

线.由图可见 ,性能在可接受范围之内.

图 1　输出响应曲线图

5　结 　　语
　　本文在广义系统的容错控制中 ,考虑了多性能

指标的约束 ,不仅保证了故障系统的稳定性 ,而且还

同时考虑了系统的鲁棒性和动态性能.通过仿真算

例得到了故障系统的满足多指标约束的可行解 ,从

而证明了本算法的可行性.
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