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一类线性离散时间系统有限时间控制问题

沈 艳 军
(三峡大学 理学院 , 湖北 宜昌 443002)

摘　要 : 讨论一类具有时变、有限能量外部扰动的线性离散时间系统的有限时间控制问题.首先研究问题可解的充

分条件 ,并讨论了状态反馈控制器存在的条件 ,这些条件可归结为基于线性矩阵不等式 (L MI)的可解性问题 ;然后给

出状态反馈控制器和输出反馈控制器的具体设计 ;最后通过仿真验证了该方案的有效性.
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Abstract : The finite time control p roblem for a class of linear discrete2time system with time2varying norm2bounded

exogenous disturbance is discussed. Sufficient conditions for feasible problems are studied. The conditions for the

existence of state feedback controller are discussed , which can be reduced to feasibility problems based on linear

matrix inequality (L MI) . The concrete design of state feedback controller and output feedback controller is given.

Finally , an example shows the effectiveness of the proposed methodlogy.
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1　引　　言
　　在鲁棒控制理论研究中 ,人们所关心的系统稳

定性主要是 L yap unov稳定性.而 Lyap unov稳定性

刻画的是系统的稳态性能 ,它并不能反映系统的暂

态性能.一个在 L yap unov意义下稳定的系统 ,可能

具有很坏的暂态性能 (如超调量过大) ,有时在工程

中甚至根本无法应用.因此 ,在实际工程中 ,人们更

关心的往往是系统应满足一定的暂态性能要求.

Dorato [1 ]于 1961年提出了有限时间稳定性的

概念 ,进而提出了有限时间控制问题.随后 ,Weiss[ 2 ]

在这方面做了一些工作.然而 ,由于缺少检验有限时

间稳定性的有效工具 ,人们的兴趣主要集中在经典

的 L yap unov稳定性上.

2001年 ,Amato等[3 ]讨论了一类带有时变参数

不确定性和定常外部扰动的线性系统的有限时间控

制问题. 2005年 ,他们[4 ]研究了离散时间系统的有

限时间控制问题.随后 ,他们[ 5 ]又提出了使得闭环系

统为有限时间有界的动态输出反馈控制器设计方

法.冯俊娥等[6 ]将线性系统有限时间稳定和有限时

间有界的概念拓展到了奇异系统 ,通过引入状态2控

制对的满秩变换 ,将奇异系统转化为线性系统 ,解决

了奇异系统的有限时间控制问题.

上述研究中 ,或者假设外部扰动为定常的 ,如文

献[3 ] ;或者假设外部扰动满足一个动态方程 ,如文

献[426 ] .本文则提出一个较为宽松的外部扰动约束

条件 ,即外部扰动具有有限能量 ,亦即外部扰动属于

L 2 空间的.在此基础上 ,研究具有这种时变外部扰

动的离散时间系统有限时间有界控制问题 ,并给出

了状态反馈控制器和输出反馈控制器的具体设计.

2　问题描述
　　考虑离散时间系统

x ( k + 1) = A x ( k) + B u ( k) + Gw ( k) . (1)

其中 : A ∈ Rn×n , B ∈ Rn×m , G ∈ Rn×r 为给定矩阵 ;

w ( k) ∈Rr 为外部扰动 ,且满足

∑
∞

j = 1
w T ( j) w ( j) ≤ d2 , (2)

d > 0为给定常数.考虑下面状态反馈控制器 :

u( k) = Kx ( k) , (3)

其中 K ∈Rm×n ,则有如下闭环系统 :

x ( k + 1) = ( A + B K) x ( k) + Gw ( k) . (4)



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 23 卷

　　本文主要目的是研究闭环系统 (4) 有限时间有

界的充分条件 ,首先给出有限时间有界的概念.

定义 1　离散时间系统

x ( k + 1) = A x ( k) + Gw ( k) (5)

关于 (δ, d ,ε, R , N) 是有限时间有界 ( F TB) , 如果

x T (0) Rx (0) ≤δ2 ,则 x T ( k) Rx ( k) ≤ε2 , k ∈{ 1 ,2 ,

⋯, N} ,其中 R > 0 为给定矩阵 , N 为给定的正整

数 , w ( k) 满足式 (2) .

Lyap unov渐近稳定和 F TB 是两个不同的概

念 :一个 Lyap unov渐近稳定的系统不一定是 F TB

的 ;反之 ,一个 F TB系统也不一定是 L yap unov渐近

稳定的.

3　主要结果
　　首先给出如下引理 :

引理 1　系统 (5) 关于 (δ, d ,ε, R , N) 是有限时

间有界的 ,如果存在对称正定矩阵 P1 ∈Rn×n , P2 ∈

Rr×r 和数γ≥1 ,使得下面条件成立 :

A T P1 A - γP1 A T P1 G

GT P1 A GT P1 G - γP2

< 0 , (6)

λmax ( �P1 )δ2 +λmax ( P2 ) d2 <
ε2 kλmin ( �P1 )
γN . (7)

其中 : �P1 = R - 1/ 2 P1 R - 1/ 2 ,λ(·) 表示矩阵的特征值.

证明 　令 V ( x ( k) ) = x T ( k) P1 x ( k) ,则

V ( x ( k + 1) ) =

x T ( k) A T P1 A x ( k) + w T ( k) GT P1 A x ( k) +

x T ( k) A T P1 Gw ( k) + w T ( k) GT P1 Gw ( k) =

x ( k)

w ( k)

T A T P1 A A T P1 G

GT P1 A GT P1 G

x ( k)

w ( k)
. (8)

由条件 (6) 可得

V ( x ( k + 1) ) ≤γV ( x ( k) ) +γw T ( k) P2 w ( k) .

(9)

重复利用式 (9) ,可得
V ( x ( k) ) ≤

γk V ( x (0) ) + ∑
k

j = 1

γj w T ( k - j) P2 w ( k - j) =

γk [V ( x (0) ) + ∑
k

j = 1

γj - k w T ( k - j) P2 w ( k - j) ] ≤

γk [V ( x (0) ) +λmax ( P2 ) ∑
k

j = 1

γj - k w T ( k -

j) w ( k - j) ] .

注意γ≥1 ,从而有
V ( x ( k) ) ≤

γk [V ( x (0) ) +λmax ( P2 ) ∑
k

j = 1

w T ( k - j) w ( k - j) ] ≤

γN [λmax ( �P1 )δ2 +λmax ( P2 ) d2 ]. (10)

　　另一方面

V ( x ( k) ) = x T ( k) P1 x ( k) ≥

λmin ( �P1 ) x T ( k) Rx ( k) . (11)

由式 (10) 和 (11) 可得

x T ( k) Rx ( k) ≤

γN

λmin ( P
～

1 )
(λmax ( P

～

1 )δ2 +λmax ( P2 ) d2 ) . (12)

条件 (7) 意味着 x T ( k) Rx ( k) ≤ε2 ( k = 1 ,2 , ⋯, N) ,

从而结论成立. □

在引理 1中 ,如果γ= 1 ,条件 (6) 能保证离散时

间系统 (5) 在 G = 0时是渐近稳定的 ;条件 (7) 则保

证 x T ( k) Rx ( k) ≤ε2 对于所有 k = 1 ,2 , ⋯, N成立 ,

即系统 (5) 是稳定的.

下面给出有限时间有界状态反馈控制器 (3) 存

在的充分条件.

定理 1　系统 (4) 关于 (δ, d ,ε, R , N) 是有限时

间有界的 ,如果存在对称正定矩阵 Q1 ∈Rn×n , Q2 ∈

Rr×r和矩阵L ∈Rm×n以及数γ≥1 ,使得下面条件成

立 :

- γQ1 0 ( AQ1 + BL ) T

0 - γQ2 GT

AQ1 + BL G - Q1

< 0 ,

(13)
δ2

λmin ( Q
～

1 )
+λmax ( Q2 ) d2 <

ε2

γNλmax ( Q
～

1 )
, (14)

其中 �Q1 = R1/ 2 Q1 R1/ 2 .进而 ,如果式 (13) 和 (14) 存

在可行解 ,则控制器 K = LQ - 1
1 .

证明 　令 Q1 = P- 1
1 , Q2 = P2 ,考虑到

λmax ( Q) =
1

λmax ( Q- 1 )
,

则条件 (7) 和 (14) 等价.令 �A = A + B K ,则条件 (6)

可写为

�A T Q- 1
1 �A - γQ - 1

1 �A T Q- 1
1 G

GT Q- 1
1 �A GT Q- 1

1 G - γQ2

< 0 . (15)

在式 (15) 左右两边分别乘以矩阵
Q1 0

0 I
和其转

置 ,可得如下等价不等式 :

Q1 �A T Q- 1
1 �A Q1 - γQ1 Q1 �A T Q- 1

1 G

GT Q- 1
1 �A Q1 GT Q- 1

1 G - γQ2

< 0 .

(16)

利用 Schur补性质[7 ] ,则式 (16) 和下式等价 :

Q1 �A T Q- 1
1 �A Q1 - γQ1 Q1 �A T Q- 1

1 G 0

GT Q- 1
1 �A Q1 - γQ2 GT

0 G - Q1

< 0 .

(17)

再用矩阵

I 0 - Q1 �A Q - 1
1

0 I 0

0 0 I
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及其转置乘以式 (17) 左右两边 ,可得

- γQ1 0 Q1 �A T

0 - γQ2 GT

�A Q1 G - Q1

< 0 . (18)

注意 �A = A + B K ,令 L = KQ1 ,则式 (18) 和 (13) 等

价. □

4　输出反馈控制
　　考虑系统

x ( k + 1) = A x ( k) + B u ( k) + Gw ( k) , (19a)

y ( k) = Cx ( k) , (19b)

其中矩阵 C ∈Rp×n ,并假设 C是行满秩的.设计如下

输出反馈控制器 :

u( k) = K0 y ( k) , (20)

其中 K0 ∈Rm×p .得到闭环系统

x ( k + 1) = ( A + B K0 C) x ( k) + Gw ( k) . (21)

本文的目的是设计形如式 (20) 的控制器使得闭环

系统 (21) 关于 (δ, d ,ε, R , N) 是有限时间有界的.

构造满秩方阵

T =
C

H
,

其中 H ∈R
( n- p) ×n .令 �x ( k) = Tx ( k) ,则系统 (19) 变

为

�x ( k + 1) = TA T - 1 �x ( k) + TB u ( k) + TGw ( k) ,

(22a)

y ( k) = CT - 1 �x ( k) = [ I p 　0 ]�x ( k) . (22b)

将式 (20) 代入 (22) ,得

�x ( k + 1) = ( �A + �B �K) �x ( k) + �Gw ( k) . (23)

其中 : �A = TA T - 1 , �B = TB , �G = TG ,

�K = [ K0 　0 ]. (24)

系统 (23) 和 (4) 具有相同的形式 ,其区别仅在于控

制器的结构不同.下面定理将给出使系统 (23) 关于

(δ, d ,ε, R , N) 有限时间有界的充分条件.

定理 2　考虑离散时间系统 (19) ,选择一个矩

阵 H ∈R( n- p) ×n ,使得

T =
C

H

是可逆的.令 �A = TA T - 1 , �B = TB , �G = TG ,则系统

(23) 关于 (δ, d ,ε, R , N) 是有限时间有界的充分条

件是 : 存在对称正定矩阵 Q11 ∈ Rp×p , Q12 ∈

R( n- p) ×( n- p) 和 Q2 ∈Rr×r ,矩阵 L ∈Rm×n以及系数γ≥

1 ,使得下面条件成立 :

　

- γQ1 0 ( �A Q1 + �BL S ) T

0 - γQ2 �GT

�AQ1 + �BL S �G - Q1

< 0 ,

(25)

　
δ2

λmin ( Q
～

1 )
+λmax ( Q2 ) d2 <

ε2

γNλmax ( Q
～

1 )
. (26)

其中

Q1 =
Q11 0

0 Q12

, S =
I p 0

0 0
∈Rn×n ,

�Q1 = �R1/ 2 Q1 �R1/ 2 , �R = T - T R T - 1 . 进而 , 如果条件

(25) 和 (26) 存在可行解 ,则控制器 K0 由矩阵 �K =

L S Q - 1
1 的前 p列构成.

证明 　由定理 1证明知 ,令 �K = L S Q - 1
1 ,则条

件 (25) 和 (26) 保证系统 (23) 关于 (δ, d ,ε, R , N) 是

有限时间有界的.由 S和 Q - 1 选择可知

�K = L S Q - 1
1 = L

I p 0

0 0

Q- 1
11 0

0 Q- 1
12

=

L
Q- 1

11 0

0 0
= [ K0 　0 ].

另外 ,因为 �x ( k) = Tx ( k) ,则

�x T ( k) �Rx ( k) = ( x T TT ) ( T - T R T - 1 ) ( Tx ) =

x T ( k) Rx ( k) .

于是 ,系统 (19) 关于 (δ, d ,ε, R , N) 是有限时间有界

的. □

下面约束条件可以保证条件 (14) 成立 :

λ1 R - 1 < Q1 < R - 1 , (27)

0 < Q2 <λ2 I , (28)

δ2

λ1
+λ2 d2 <

ε2

γN . (29)

而条件 (26) 成立的充分条件为

λ1 �R - 1 < Q1 < �R - 1 , (30)

以及式 (27) 和 (28) .由 Schur补性质 ,式 (29) 等价于

　　　　　　
λ2 d2 -
ε2

γN δ

δ - λ1

< 0 . (31)

　　注意式 (13) , (25) 和 (31) 并不是线性矩阵不等

式 ,然而一旦γ的取值固定 ,则它们就是关于 Q1 ,

Q2 , L ,λ1 ,λ2 的线性矩阵不等式.

5　仿真实验
　　考虑线性离散系统

x ( k + 1) = A x ( k) + B u ( k) + Gw ( k) ,

y ( k) = Cx ( k) .

其中

A =
1 3

- 1 - 1
, B =

- 1

1
,

G =
1 0

0 1
, C = [2　1 ].
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0 . 1 F1 ( t) 0

0 0 . 3 F2 ( t)
.

其中 : | F1 ( t) | ≤1 , | F2 | ≤1为纯量函数.因此 ,式

(18) 准确地表达了系统 (16) 的不确定性.

5　结 　　语
　　本文利用 Lyap unov2Krasovskii 泛函方法和自

由权矩阵思想讨论了不确定线性时滞系统的时滞相

关稳定性.在对 V 泛函导数的处理过程中 ,通过恰

当地引入一些自由矩阵 ,得到了基于线性矩阵不等

式的保证系统鲁棒稳定的时滞相关条件 ,该条件具

有更简单的形式.数值例子表明 ,本文方法所得结论

较已有文献具有更小的保守性.
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　　(上接第 109页)

　　首先 ,考虑状态反馈使得闭环系统关于 (1 ,3 ,

7 , I2 ,4) ( I2 是二阶单位矩阵) 是有限时间有界的.

令γ = 1 , 由定理 1 可得状态反馈控制器 K =

[1 . 000 0　1 . 381 9 ] ,这时闭环系统是稳定的 , 且

x T ( k) x ( k) < 72 , k ∈{ 1 ,2 , ⋯, n , ⋯} . 如果令γ =

1 . 06 ,可得状态反馈控制器

K = [1 . 000 0　1 . 398 2 ].

　　其次 ,考虑输出反馈使得闭环系统关于 (1 ,3 ,

14 , I2 ,4) 是有限时间有界的.令γ = 1 ,由定理 2可

得输出反馈控制器 K0 = 0 . 500 0 ,这时闭环系统是

稳定的.如果令γ= 1 . 1 ,可得输出反馈控制器 K0 =

0 . 500 1 .

6　结 　　语
　　本文讨论了一类离散时间系统有限时间有界控

制问题 ,并给出了状态及输出反馈控制器的设计方

法.仿真实验验证了本方法的有效性.
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