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线性时滞系统的时滞相关鲁棒稳定性新判据
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摘　要 : 讨论具有多个范数有界不确定的线性时滞系统的时滞相关鲁棒稳定性.利用 Lyapunov2Krasovskii 泛函方

法 ,结合自由权矩阵思想 ,在 Lyapunov2Krasovskii泛函的导数中恰当地引入一些自由矩阵 ,获得了基于线性矩阵不

等式的时滞相关稳定充分条件.该条件较已有结论不仅形式简单 ,而且具有更小的保守性.
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Abstract : The delay2dependent robust stability for the linear delayed systems with multi2norm bounded uncertainties is

discussed. By using the Lyapunov2Krasovskii function method and following the f ree weighing matrix lines , a new

delay2dependent stability sufficient condition is obtained by appropriately int roducing some free matrices in the

derivative of the Lyapunov2Krasovskii function. It is shown by comparison that the new criterion is both simpler and

less conservative than the existing ones.
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1　引　　言
　　近 20年来 ,线性时滞微分系统稳定性的研究非

常活跃 ,已获得了一系列相当好的结果.其中 ,时滞

相关条件因包含时滞大小信息而备受关注[128 ] .为得

到具有较小保守性的时滞相关条件 , Fridman[1 ]提

出了广义模型变换方法并获得了较好的时滞相关条

件.尽管如此 ,该方法因无法避免对一些交叉项的界

定而导致保守性. Wu等[2 ]提出了自由权矩阵方法 ,

讨论了线性时滞系统的时滞相关稳定性.因该方法

既不需要对原系统进行模型变换 ,也不必界定交叉

项 ,故而获得的条件具有更小的保守性 ,近年来已引

起广泛关注.

本文利用自由权矩阵思想 ,在 L yap unov2
Krasovskii泛函导数中恰当地引入一些自由矩阵 ,

得到新的时滞相关条件.该条件较文献[2 ]具有更简

单的形式 ,且文献[3 ]的相应结论可视为其特例.

2　记　　号
　　本文沿用如下记号 :

Rn , Rn×n分别表示实数域上的 n维向量空间与 n

×n矩阵空间 ;

A T 表示矩阵 A 的转置 ;

P > 0表示 P为对称正定阵 ;

对称矩阵的对称项用“3”表示 ,即

X Y

3 Z
=

X Y

Y T Z
;

　　I表示具有适当维数的单位矩阵.

3　主要结果
　　考虑如下线性时滞系统 :

Ûx ( t) = ( A 0 +ΔA 0 ) x ( t) +

　　 　( A 1 +ΔA 1 ) x ( t - h) ,

x ( t) = <( t) , t ∈[ - h ,0 ].

(1)

其中 : x ( t) ∈Rn ; A 0 , A1 ∈Rn×n ; <( t) 为连续可微初
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始函数 ;常数 h > 0为状态时滞 ;ΔA0 ,ΔA 1表示系统

的不确定性矩阵 ,假设具有以下结构 :

[ΔA 0 　ΔA 1 ] = ∑
m

j = 1
D j F j ( t) [ E0 j 　E1 j ]. (2)

其中 : m为正整数 ; D j , E0 j , E1 j ( j = 1 ,2 , ⋯, m) 为具

有适当维数的常数实矩阵 ; Fj ( t) 为具有 Lebesgue

可测元素的未知实矩阵 ,表示系统的不确定性 ,且满

足 FT
j ( t) Fj ( t) ≤ I , j = 1 ,2 , ⋯, m.当 Fj ( t) ≡0 , t

≥0时 ,系统 (1) 不包含不确定性 ,称为标称系统 ,即

　　　　
Ûx ( t) = A 0 x ( t) + A 1 x ( t - h) ,

x ( t) = <( t) , t ∈[ - h ,0 ].
(3)

　　注 1　式 (2) 比通常的表达式[ΔA 0 　ΔA 1 ] =

D F ( t) [ E0 　E1 ]能更精确地表示不确定性 (参见本

文数值例子) ,因此用式 (2) 表示不确定性得到的时

滞相关条件将具有更小的保守性.

下 面 借 助 自 由 权 矩 阵 思 想 , 利 用

L yap unov2Krasovskii泛函方法讨论系统 (1) 的鲁棒

稳定性.首先引入如下引理 :

引理 1[9 ] 　给定矩阵 Q = QT ,以及适当维数的

矩阵 H和 E ,则

Q + H F E + ET FT HT < 0

对任意满足 FT F ≤ I的 F成立的充要条件是存在ε

> 0 ,使得 Q +ε- 1 H H T +εE T E < 0 .

对于标称系统 (3) ,有如下定理 :

定理 1　如果存在矩阵 P > 0 , Q > 0 , R > 0及

具有适当维数的矩阵 N 1 , N 2 , N3 ,满足以下 L MI :

Ξ∶=
φ PA 1 - N T

1 + N 2 - hN T
1 + N 3 hA T

0 R

3 - Q - N T
2 - N 2 - hN T

2 - N 3 hA T
1 R

3 3 - hR - hN T
3 - hN 3 0

3 3 3 - hR

< 0 ,

(4)

其中

φ = PA 0 + A T
0 P + Q + N T

1 + N 1 , (5)

则标称系统 (3) 是渐近稳定的.

证明 　取如下 L yap unov2Krasovskii泛函 :

V ( t , x t ) =

x T ( t) Px ( t) +∫
0

- h∫
t

t+θ
Ûx T ( s) RÛx ( s) dsdθ+

∫
t

t - h
x T ( s) Qx ( s) ds.

其中 : x t表示函数 x (l ) ,l ∈[ t - h , t ] ;矩阵 P > 0 , Q

> 0 , R > 0待定.

对 V ( t , x t ) 沿系统 (1) 求导可得

ÛV ( t , x t ) =

2 x T ( t) PÛx ( t) + x T ( t) Qx ( t) -

x T ( t - h) Qx ( t - h) +

hÛx T ( t) RÛx ( t) -∫
t

t- h
Ûx T ( s) RÛx ( s) ds =

1
h∫

t

t - h
{ 2 x T ( t) PÛx ( t) + x T ( t) Qx ( t) -

x T ( t - h) Qx ( t - h) + hÛx T ( t) RÛx ( t) -

hÛx T ( s) RÛx ( s) } ds. (6)

定义向量

ξ( t , s) ∶= [ x T ( t) 　x T ( t - h) 　Ûx T ( s) ]T , (7)

注意到方程 (3) ,有 Ûx ( t) =Γξ( t , s) ,其中

Γ∶= [ A 0 　A 1 　0 ]. (8)

于是

ÛV ( t , x t ) =
1
h∫

t

t- h
ξT ( t , s) [Ψ1 + hΓT RΓ]ξ( t , s) ds ,

(9)

其中

Ψ1 ∶=

PA 0 + A T
0 P + Q PA 1 0

3 - Q 0

3 3 - hR

.

　　另外 ,由 Leibniz2Newton公式

x ( t) - x ( t - h) =∫
t

t - h
Ûx ( s) ds ,

对任意具有适当维数的矩阵 N 1 , N 2 , N 3 ,下式恒成

立 :

1
h∫

t

t- h
2[ x T ( t) N T

1 + x T ( t - h) N T
2 +

Ûx T ( s) N T
3 ][ x ( t) - x ( t - h) - hÛx ( s) ]ds = 0 .

(10)

将式 (10) 代入 (9) ,可得

ÛV ( t , x t ) =
1
h∫

t

t- h
ξT ( t , s) [Ψ2 + hΓT RΓ]ξ( t , s) ds ,

其中

Ψ2 ∶=

φ PA 1 - N T
1 + N 2 - hN T

1 + N3

3 - Q - N T
2 - N 2 - hN T

2 - N3

3 3 - hR - hN T
3 - hN 3

,

φ定义于式 (5) .如果

Ψ2 + HΓT RΓ < 0 , (11)

则由 L yap unov2Krasovskii 稳定性定理[10 ] 知 ,系统

(3) 渐近稳定.另外 ,由 Schur 补[11 ] 知 ,不等式 (11)

成立当且仅当 L MI (4) 成立. □

注 2　定理 1 借用自由权矩阵思想 , 将

L yap unov2Krasovskii泛函导数中的各项合并到一

个积分项中 (即式 (6) ) ,然后将形如式 (10) 的零项

加到前面的积分项中 ,这种处理方法不同于文献

[2 ]. 文 献 [2 ] 将 两 个 恒 为 零 的 项 加 到

L yap unov2Krasovskii泛函导数中 ,得到的条件包含

两个 L MI ,而本文定理 1只含一个 L MI.因此 ,本文
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定理 1较文献[2 ]的相应结论具有更简单的形式.

注 3　文献[3 ]利用积分不等式方法讨论了系

统 (3) 的渐近稳定性 ,得到了具有较小保守性的时

滞相关条件 (参见文献[3 ]的定理 2 . 6) .在本文定理

1中 ,令 N 1 = M1 , N 2 = M2 , N3 = 0 ,则定理 1退化

为文献[3 ]的定理 2 . 6 .可见文献 [3 ]的相应结论可

看成是本文定理 1的特例.

对于不确定系统 (1) ,由定理 1和引理 1 ,可得如

下定理 :

定理 2　如果存在矩阵 P > 0 , Q > 0 , R > 0 ,具

有适当维数的矩阵 N 1 , N2 , N 3 ,以及正数εj > 0 ( j

= 1 ,2 , ⋯, m) ,满足以下 L MI :

Ξ H 1 ε1 L T
1 ⋯ Hm εmL T

m

3 - ε1 I 0 ⋯ 0 0

3 3 -ε1 I ⋯ 0 0

3 3 3 ω 0 0

3 3 3 ⋯ -εm I 0

3 3 3 ⋯ 3 - εm I

< 0 .

(12)

其中

H j ∶= [ DT
j P　0　0　hD T

j R ]T ,

L j ∶= [ E0 j 　E1 j 　0　0 ] ,
(13)

j = 1 ,2 , ⋯, m.则系统 (1) 对所有满足式 (2) 的不确

定性均是渐近稳定的.

证明 　在定理1中 ,用 A i + ∑
m

j = 1
D j F j ( t) Eij替换

A i ( i = 0 ,1) ,有如下不等式成立 :

Ξ+ ∑
m

j = 1
[ H j F j ( t) L j + L T

j FT
j ( t) HT

j ] < 0 . (14)

其中 :Ξ定义于式 (4) , H j 和 L j 定义于式 (13) ,则系

统 (1) 渐近稳定.

对矩阵不等式 (14) 将引理 1 应用 m 次 ,则式

(14) 对所有满足 FT
j ( t) Fj ( t) ≤I的 F j ( t) ( j = 1 ,2 ,

⋯, m) 成立 ,当且仅当存在正数εj > 0 ( j = 1 ,2 , ⋯,

m) ,使得下式成立 :

Ξ+ ∑
m

j = 1
[ε- 1

j H j H T
j +εj L

T
j L j ] < 0 . (15)

由 Schur补 ,不等式 (15) 等价于 L MI (12) . □

4　数值例子
　　考虑不确定线性时滞系统[2 ,528 ]

Ûx ( t) =

- 2 +δ1 cos t 0

0 - 1 +δ2 sin t
x ( t) +

- 1 + r1 cos t 0

- 1 - 1 + r2 sin t
x ( t - h) . (16)

其中 : |δ1 | ≤1 . 6 , |δ2 | ≤0 . 05 , | r1 | ≤0 . 1 , | r2 |

≤0 . 3 .

文献[2 ,5 28 ]讨论了系统 (16) 鲁棒稳定的最大

时滞界限.首先将不确定性矩阵表示为

[ΔA 0 　ΔA 1 ] = D F ( t) [ E0 　E1 ] ,

FT ( t) F( t) ≤ I. (17)

其中

D = I , E0 =
1 . 6 0

0 0 . 05
, E1 =

0 . 1 0

0 0 . 3
.

得到系统稳定的最大时滞界限列于表 1 .

表 1　系统 (16) 鲁棒稳定的最大时滞界限

方 　法 最大时滞界限

文献[5 ] 0 . 241 2

文献[6 ] 0 . 241 2

文献[7 ] 0 . 705 9

文献[8 ] 1 . 149 0

文献[2 ] 1 . 149 0

本文定理 2 1 . 209 8

　　利用本文定理 2 ,首先将不确定性矩阵表示为

式 (2) 的形式 ,其中 m = 2 ,

D1 = [1　0 ]T , E01 = [1 . 6　0 ] ,

E11 = [0 . 1　0 ] ,

D2 = [0　1 ]T , E02 = [0　0 . 05 ] ,

E12 = [0　0 . 3 ].

(18)

得到系统稳定的最大时滞界限也列于表 1 .从表 1可

以看出 ,本文方法得到的结论较文献 [2 ,528 ] 具有

更小的保守性 ,从而说明本文方法是有效的.

另外 ,可以证明 ,将系统 (16) 的不确定性矩阵

表示为式 (17) 的形式 ,扩大了不确定性的范围 ;而

式 (18) 则能准确地表达系统 (16) 的不确定性.为说

明这一点 ,将式 (17) 中的 F( t) 设为

F( t) =
f 11 f 12

f 21 f 22

,

于是

ΔA 0 = D F ( t) E0 =
1 . 6 f 11 0 . 05 f 12

1 . 6 f 21 0 . 05 f 22

. (19)

而从系统 (16) 可知 ,矩阵ΔA 0的 (1 ,2) 与 (2 ,1) 元素

均为 0 ,即这两个元素是确定的 ,因此式 (19) 对ΔA 0

的描述扩大了不确定性的范围 ;类似地 ,对ΔA 1 的

描述也是如此.然而 ,对不确定性矩阵的描述式 (18)

则能准确地表达不确定性的范围.事实上 ,由式 (2)

和 (18) ,有

ΔA 0 = D1 F1 ( t) E01 + D2 F2 ( t) E02 =

1 . 6 F1 ( t) 0

0 0 . 05 F2 ( t)
,

ΔA 1 = D1 F1 ( t) E11 + D2 F2 ( t) E12 =

211
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0 . 1 F1 ( t) 0

0 0 . 3 F2 ( t)
.

其中 : | F1 ( t) | ≤1 , | F2 | ≤1为纯量函数.因此 ,式

(18) 准确地表达了系统 (16) 的不确定性.

5　结 　　语
　　本文利用 Lyap unov2Krasovskii 泛函方法和自

由权矩阵思想讨论了不确定线性时滞系统的时滞相

关稳定性.在对 V 泛函导数的处理过程中 ,通过恰

当地引入一些自由矩阵 ,得到了基于线性矩阵不等

式的保证系统鲁棒稳定的时滞相关条件 ,该条件具

有更简单的形式.数值例子表明 ,本文方法所得结论

较已有文献具有更小的保守性.
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　　(上接第 109页)

　　首先 ,考虑状态反馈使得闭环系统关于 (1 ,3 ,

7 , I2 ,4) ( I2 是二阶单位矩阵) 是有限时间有界的.

令γ = 1 , 由定理 1 可得状态反馈控制器 K =

[1 . 000 0　1 . 381 9 ] ,这时闭环系统是稳定的 , 且

x T ( k) x ( k) < 72 , k ∈{ 1 ,2 , ⋯, n , ⋯} . 如果令γ =

1 . 06 ,可得状态反馈控制器

K = [1 . 000 0　1 . 398 2 ].

　　其次 ,考虑输出反馈使得闭环系统关于 (1 ,3 ,

14 , I2 ,4) 是有限时间有界的.令γ = 1 ,由定理 2可

得输出反馈控制器 K0 = 0 . 500 0 ,这时闭环系统是

稳定的.如果令γ= 1 . 1 ,可得输出反馈控制器 K0 =

0 . 500 1 .

6　结 　　语
　　本文讨论了一类离散时间系统有限时间有界控

制问题 ,并给出了状态及输出反馈控制器的设计方

法.仿真实验验证了本方法的有效性.
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