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离散广义区间动力系统的稳定性
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摘　要 : 利用范数理论 ,研究离散广义区间动力系统的稳定性问题 ,给出其区间动力系统的正则、因果且稳定的充分

条件.在此基础上 ,进一步考虑该系统的区间极点集的配置问题 ,给出了使离散广义区间动力系统的极点落在预先给

定园盘内的判定定理 .数值算例表明了该方法的可行性 .
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Abstract : By using the norm theory , the problem of the stability of discrete singular interval systems is studied. The

sufficient condition for that the discrete singular interval systems are regular , impulse and stable is p resented.

Furthermore , the developed criteria are applied to solve interval pole2assignment problems of discrete singular interval

systems , and a sufficient condition is p roposed to guarantee robust pole locating within a specified circular region for

the discrete singular interval systems. An numeral example shows the feasibility of the method.
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1　引　　言
　　在过去的几十年中 ,由于鲁棒稳定性在实际控

制中极为重要 ,对于普通状态空间系统的区间矩阵

稳定性方面的研究已取得了大量成果[124 ] .与普通状

态空间系统不同 ,广义系统的解不但有有穷运动模 ,

同时也存在无穷运动模[5 ] ,因此 ,研究广义系统比普

通状态空间系统要困难得多.近年来 ,关于广义区间

动力系统的研究已涌现出一些成果 ,如文献[ 6 ]研究

了广义区间动力系统的正则性和能控性的问题 ;文

献[ 7 ]利用几何方法研究了广义区间动力系统的稳

定性问题 ;文献 [ 8 ]针对系统矩阵 E具有特殊形式

的情况讨论了广义区间动力系统的稳定性问题.这

些成果主要是针对连续广义区间动力系统的 ,而关

于离散广义区间动力系统稳定性的研究目前尚为少

见.然而 ,离散系统是与连续系统平行且重要的系

统 ,研究离散广义区间动力系统稳定性无疑是一件

有意义的工作 ,对丰富和发展广义控制系统理论具

有重要意义.

本文着重研究离散广义区间动力系统的稳定

性 , 给出其区间动力系统正则、因果且稳定的判别

条件 , 同时给出系统具有区间极点集的充分条件.

与现有的关于广义区间动力系统结果 (如文献 [ 62
8 ])相比 ,本文主要是针对离散情形进行的.在方法

上 ,采用范数理论 ,整个推理过程简单、方便 ,避开了

如文献[ 7 ]因坐标变换带来的困难.在系统的形式

上 ,所研究的广义区间动力系统的系统矩阵 E具有

一般结构 ,较之文献[8 ]更具广泛性.

2　定义与引理
　　考虑广义系统

Ex ( k + 1) = A x ( k) . (1)

其中 : E , A ∈Rn×n ; rank E = r < n; x ( k) ∈Rn .

定义 1[9 ] 　称系统 (1) 是正则的 , 如果存在λ∈

C使得 |λE - A | ≠0 .

定义 2[9 ] 　称系统 (1) 是稳定的 , 如果λ ∈
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σ( E , A) = {λ| |λE - A | = 0} , 都有 |λ| < 1 .

定义 3[10 ] 　称系统 (1) 是因果的 ,如果

deg det (λE - A) = rank E.

　　记

A = ( aij ) n×n , �A = ( �aij ) n×n ,

aij ≤�aij , i , j = 1 ,2 , ⋯, n.

　　定义 4　称Γ = [ A , �A ]为区间矩阵.

　　引理1[5 ] 　离散广义系统 (1) 是正则、因果和稳

定的充要条件是 :存在可逆对称矩阵 P使得 :

1) ET PE ≥0 ;

2) A T PA - ET PE < 0 .

对于向量 x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) T ∈Rn ,其范数定

义为

‖x‖P = (∑
n

i = 1

| x i | P)
1/ P

, 1 ≤ P < ∞,

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

| x i | .

　　对于矩阵 A = ( aij ) n×n ,其范数定义为

‖A ‖1 = max
1≤i≤n∑

n

j = 1
| aij | ,

‖A ‖∞ = max
1≤j≤n∑

n

i = 1

| aij | ,

并记 L ( A) = max{ ‖A ‖1 , ‖A ‖∞} .

令λmax ( H) 表示矩阵 H的最大特征值 , H > 0

表示矩阵 H是正定阵.

引理 2[11 ] 　对于任何矩阵 S ∈ Rn×n , 都有

|λmax ( S) | ≤‖S ‖∞.

引理 3[11 ] 　对于对称矩阵 S ∈ Rn×n , 如果

|λmax ( S) | < 1 ,则 I ±S > 0 .

令

A 0 =
A + �A

2
,ΔA =

�A - A
2

,

则

Γ = ( A 0 - ΔA , A 0 +ΔA) .

3　主要结果
　　考虑离散广义区间动力系统

Ex ( k + 1) = A x ( k) , (2)

其中 A ∈Γ.

定理 1　对于离散广义区间动力系统 (2) , 如

果存在对称可逆矩阵 P使得 :

1) ET PE ≥0 ;

2) A T
0 PA 0 - ET PE = - I ;

3) L (ΔA) < [ L ( A 0 ) 2 +
1
‖P‖∞ ]

1
2

- L ( A 0 ) .

(3)

则对于任意的 A ∈Γ, 离散广义动力系统 (2)

都是正则、因果和稳定的.

证明 　对于任意的 A ∈Γ,令 A = A 0 +Δ�A ,则

有

A T PA - ET PE =

( A T
0 PA 0 - ET PE) + (Δ�A ) T PA 0 +

A T
0 PΔ�A + (Δ�A ) T PΔ�A =

- I + (Δ�A ) T PA 0 + A T
0 PΔ�A + (Δ�A ) T PΔ�A .

由于

‖(Δ�A ) T PA 0 + A T
0 PΔ�A + (Δ�A ) T PΔ�A ‖∞ ≤

‖Δ�A ‖1 ‖P‖∞‖A 0 ‖∞ +

‖A 0 ‖1 ‖P‖∞‖Δ�A ‖∞ +

‖Δ�A ‖1 ‖P‖∞‖Δ�A ‖∞ =

(|Δ�A | 1 ‖A 0 ‖∞ + ‖Δ�A ‖∞‖A 0 ‖1 +

‖Δ�A ‖1 ‖Δ�A ‖∞) ‖P‖∞ ≤

( ‖ΔA ‖1 ‖A 0 ‖∞ + ‖A 0 ‖∞‖A 0 ‖+

‖ΔA ‖1 ‖ΔA ‖∞) ‖P‖∞ ≤

(2L (ΔA) L ( A 0 ) + [ L (ΔA) ]2 ) ‖P‖∞ , (4)

由式 (3) 可得

( L (ΔA) + L ( A 0 ) ) 2 < L 2 ( A 0 ) +
1
‖P‖∞

,

从而有

[ L (ΔA) ]2 + 2L ( A 0 ) L (ΔA) <
1
‖P‖∞

.

将上式代入式 (4) 可得

‖A T
0 PΔ�A + (Δ�A ) T PA 0 + (Δ�A ) T PΔ�A ‖∞ < 1 .

由引理 2得

‖λ( A T
0 PΔ�A + (Δ�A ) T PA 0 + (Δ�A ) T PΔ�A ) ‖ < 1 ,

由引理 3及式 (3) 得

A T PA - ET PE < 0 .

再由引理 1可知 ,对于任意的矩阵 A ∈Γ,离散广义

系统 (2) 是正则、因果和稳定的. □

下面考虑离散广义区间动力系统极点集配置问

题.时不变系统的响应通常可通过配置极点来实现 ,

然而对于具有不确定参数的系统 ,其预先确定的极

点的准确配置是很难达到的.因此可以配置系统的

极点在某一区域内 ,这在普通状态空间系统中已得

到较多的研究.下面将利用上述结果对离散广义区

间动力系统进行极点配置 ,使其极点落在预先给定

的圆盘内.

定理 2　对于离散广义区间动力系统 (2) ,如果

( E , A 0 ) 是正则的、因果的且σ( E , A 0 ) <Ω( q , l) , 并

存在对称可逆矩阵 P使得 :

1) ET PE ≥0 ;

2) �A T
0 P�A 0 - ET PE = - I ;

3) L (Δ�A ) < [ L ( �A 0 ) 2 +
1
‖P‖∞ ]

1
2

- L ( �A 0 ) .

则 ΠA ∈Γ, ( E , A) 是正则的、因果的且σ( E ,
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A) < Ω( q , l) ,其中

�A 0 =
1
l

( A 0 - qE) ,Δ�A =
1
l
ΔA ,

�A =
1
l

( A - qE) , A
∆

=
1
l

( �A - qE) .

　　证明 　因为 l (λE - �A 0 ) = ( z E - A 0 ) ,其中λ

=
1
l

( z - q) .由σ( E , A 0 ) <Ω( q , l) ,得σ( E , �A 0 ) <

(0 ,1) .对任意的 ΠA ∈Γ, 作变换 �A =
1
l

( A -

qE) ,则由定理1可知 ,广义系统 Ex ( k + 1) = �A x ( k)

在区间矩阵 �A = [ �A , A
∆

]上是正则、因果且稳定的.

从而存在可逆阵 M , N 使得

M EN =
I r 0

0 0
,

MA N
～

=
A 1 0

0 In- r

]

M
1
l

A N -
q
l

M EA =
A 1 0

0 In- r

]

MA N - qM EN =
lA 1 0

0 lI n- r

,

所以

MA N =
lA 1 - I r 0

0 lI n- r

.

　　因而 ( E , A) 是正则、因果的 , 且由
σ( E , �A ) < (0 ,1) , l (λE - �A ) = ( z E - A)

(其中λ =
1
l

( z - q) ) 可知

σ( E , A) < Ω( q , l) . □

4　算 　　例
　　考虑如下广义区间动力系统 :

Ex ( k + 1) = A x ( k) , (5)

E =

1 0 0

0 0 0

0 1 0

, A = [ A , �A ] ,

A =

0 . 4 0 0

0 . 3 0 - 0 . 6

0 0 . 3 0

,

�A =

0 . 6 0 0

0 . 5 0 - 0 . 4

0 0 . 7 0

,

从而 A 0 =

0 . 5 0 0

0 . 4 0 - 0 . 5

0 0 . 5 0

.取

P =

4/ 3 0 0

0 4/ 3 0

0 0 - 1

,

ΔA =

0 . 1 0 0

0 . 1 0 0 . 1

0 0 . 2 0

,

L (ΔA) = 0 . 2 , L ( A 0 ) = 0 . 9 , ‖P‖∞ = 4/ 3 .

容易检验 P满足定理 1的相应条件.从而 ΠA ∈Γ

= [ A , �A ] , 离散广义区间动力系统是正则、因果且

稳定的.

5　结 　　语
　　本文研究了离散广义区间动力系统的稳定性 ,

并讨论了离散广义区间动力系统区间极点集问题.

本文工作是对离散广义系统理论的有益补充 ,为离

散广义鲁棒控制的研究提供了重要的理论基础.当

导数矩阵亦为区间矩阵时的离散广义系统 ,其相关

的研究较为复杂 , 将另文讨论.
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为第 k步的状态估计值.对 SIR算法和 WSPF分别

运行 10次 ,用 10次 RMSE的均值和方差来比较两

种算法的误差.表 3中 RMSESIR 和 RMSEWSPF 分别

表示 SIR算法和 WSPF的均方根误差.

表 3　两种算法的误差比较

均方根

误差

次 　　　数

1 2 3 4 5

RMSESIR 1. 408 0 1. 066 2 2. 969 0 5. 222 1 9. 067 5

RMSEWSPF 0. 323 4 0. 192 5 0. 192 7 0. 152 7 0. 134 7

均方根

误差

次 　　　数

6 7 8 9 10

RMSESIR 1. 750 2 1. 363 6 2. 424 0 6. 981 1 5. 003 9

RMSEWSPF 0. 159 6 0. 217 1 0. 256 3 0. 190 9 0. 167 1

　　注 : RMSESIR的均值 = 3. 725 6 , 方差 = 7. 466 6 ;

RMSEWSPF的均值 = 0 . 198 7 , 方差 = 0 . 003 1 .

4 . 2　结果分析

由图 1可知 ,本文提出的 WSPF的估计值与真

实值吻合很好 ,可见本文算法是有效的.

从图 2 ,图 3可以看出 ,WSPF的跟踪能力明显

好于 SIR粒子滤波算法.

图 4 ,图 5 反映了粒子的多样性改善情况. 由

SIR算法最终的粒子分布图可见 ,样本集中的样本

几乎为单一样本 ;而 WSPF的样本均匀分布在真实

值的两侧 ,且几乎没有相同的样本.可见本文算法有

效改善了样本的多样性.

从 N eff1 和 N eff2 的平均值可以看出 ,WSPF的有

效样本数大于 SIR算法的有效样本数.可见本文算

法在解决退化问题上优于 SIR算法.

在运行时间方面 , t1 和 t2的平均值相差不大 ,可

见WSPF相对 SIR算法的运行时间并没有明显的增

加 ,由此表明新算法的运行效率较好.

在估计误差方面 , RMSESIR 的均值和方差均大

于 RMSEWSPF 的均值和方差 ,可见 WSPF在计算精

度方面也有很大提高.

5　结 　　语
　　一般粒子滤波算法在实际应用中易受到退化现

象的影响 ,对于估计那些较长时间维持不变的量时 ,

退化现象尤为严重.对此 ,本文提出了一种基于权值

选择的粒子滤波算法 ,从大量粒子中选择权值较大

的粒子用于估计 ,从而改善了样本集的多样性 ,在一

定程度上解决了退化问题 ,提高了算法的跟踪估计

能力.仿真结果表明 ,基于权值选择的粒子滤波算法

是可行且有效的.
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