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零点配置与一类非线性广义系统的状态反馈控制
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摘　要 : 针对状态空间实现为非最小相位的非线性广义系统的控制问题 ,提出一种非线性广义系统的状态空间实现

算法 ,构建了一个等价于原输出函数的综合输出函数 ,能任意配置状态空间实现的传输零点 ,使该状态空间实现为最

小相位的.所构建的最小相位输出函数能直接用于构造状态反馈控制器 ,实现对非线性广义系统状态反馈控制.将所

得结论应用于 Logistic 增长的 SIR传染病模型 ,仿真结果表明了所提方法的有效性和可行性 .
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Abstract : Aiming at the control problem of the nonlinear singular system that state2space realization is nonminimum2
phase , an algorithm for deriving the state2space realization of the nonlinear singular system is proposed. Then ,

synthetic output functions which are statically equivalent to the original output functions are const ructed , and the zero

dynamics of the state2space realization can be assigned arbit rarily. The calculated output s are used to const ruct a state

feedback controller , and the state feedback control on the nonlinear singular system is realized. The proposed method

is applied to SIR epidemic model with Logistic growth control problem. The simulation result shows the effectiveness

and feasibility of the method.

Key words : Nonlinear singular system ; State feedback control ; Nonminimum2phase system ; Assignment of zero
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1　引　　言
　　控制不稳定的零点始终是一难题.近年来 ,一些

控制方法相继被提出 :文献[123 ]分别提出使非最小

相位系统全局或半全局实用稳定的控制方法 ;文献

[4 ]应用一个观测器及反步设计等方法 ,不需零点稳

定使得一类非线性系统输出反馈全局稳定 ;文献[ 5 ]

应用一个神经网络实现对一类非最小相位的非线性

系统输出反馈控制.对非最小相位的延迟系统和离

散时间系统控制问题的研究也取得了可喜成

果[6 ,7 ] .文献[8 ,9 ]提出了更简单实用的重构输出函

数的方法 ,即依靠构建一个综合输出函数 ,以达到使

非线性系统零点稳定的目的 ,所构建的最小相位综

合输出函数等价于原输出函数.

本文将重构输出函数的方法应用于状态空间实

现为非最小相位的非线性广义系统的控制问题.首

先给出算法求得非线性广义系统的状态空间实现 ;

然后构造等价于原输出函数的综合输出函数 ,能任

意配置状态空间实现的零点 ,使该系统为最小相位

的.利用构建的最小相位输出函数构造一个状态反

馈控制器 ,实现对非线性广义系统的状态反馈控制.

将此结论应用于 Logistic增长的 SIR传染病模型 ,

旨在消除该传染病 ,仿真结果表明所提方法是方便

可行的.
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2　非线性广义系统的状态反馈控制设计
　　考虑如下多输入多输出 (MIMO)非线性广义系

统 :

Ûx = f ( x) + b( x) z + g ( x) u ,

0 = k ( x) + l ( x) z + c( x) u ,

y = h( x) .

(1)

其中 : x ∈ X < Rn 为系统的状态变量 ; z ∈ Z < R p

为代数变量 ; X和 Z为连通开集 ; u ∈ Rm 为控制输

入 ; f ( x) 和 k ( x) 是维数为 n和 p 的光滑向量场 ;

g ( x) , c( x) , b( x) , l ( x) 为具有适当维数的光滑矩

阵 ; h( x) 为 X →Rm 的实解析函数.

定义 1　对于广义系统 (1) , [ l ( x) , c( x) ]为非

行满秩 , 通过对该系统中的代数方程求导 , 使得

[ l ( x) , c( x) ]转化为行满秩的矩阵 ,最低求导次数

θd 称为广义系统 (1) 的阶数.

例如

Ûx1

Ûx2

Ûx3

=

x1 x2 - x2
3

x1

- x2

+

0 1

0 0

x2
1 x3

z1

z2

+

　

0 1

2 + x3 0

0 1

u1

u2

, (2)

0 =
x1 + x2

3

x1 + x2 + 3
+

1 0

0 0

z1

z2

+

　　
x1 x3 0

0 0

u1

u2

. (3)

显然 rank[ l ( x) , c( x) ] = 1 < 2 .对式 (3) 中的第 2个

等式 x1 + x2 + 3 = 0 求导 ,得到新的代数方程

0 =
x1 + x2

3

x1 + x1 x2 - x2
3

+
1 0

0 1

z1

z2

+

x1 x3 0

2 + x3 1

u1

u2

. (4)

其中 : x ∈M , M = { x ∈ X : x1 + x2 + 3 = 0} 为状

态空间. rank
1 0 x1 x3 0

0 1 2 + x3 1
= 2 ,为满秩的. 广

义系统 (2) 和 (3) 的阶数θd = 1 .若广义系统 (1) 中

[ l ( x) , c( x) ]为行满秩的 ,则该系统的阶数θd = 0 .

假设 1　广义系统 (1) 的阶数θd 为有限的.

定义 2　对于广义系统 (1) ,如果通过算法可将

[ l ( x) , c( x) ]转化为行满秩的矩阵 ,且存在一个反

馈控制作用在系统 (1) 中得到一个正常系统 , x ∈

M , M为状态空间 ,则称该正常系统为广义系统 (1)

的状态空间实现.

定义 3　如果 h0 ( x) = h( x) , Π x ∈E ,则 y =

h0 ( x) 和 y = h( x) 为等价的.其中

E = { x ∈ X | ϖ u ∈Rm 使

f ( x) + b( x) z + g ( x) u( t) = 0 ,

k ( x) + l ( x) z + c( x) u( t) = 0} ,

则称 E为平衡流形.

2 . 1　非线性广义系统的状态空间实现

矩阵[ l ( x) , c( x) ]分为行满秩和非满秩两种情

形.将[ l ( x) , c( x) ]转化为行满秩矩阵的算法如下 :

设 rank[ l ( x) , c( x) ] = p1 < p ,存在 p×p阶可

逆矩阵 M1 ( x) 使得

M1 ( x) [ l ( x) , c( x) ] =
�l1 ( x) �c1 ( x)

0 0
.

其中 :�l1 ( x) ,�c1 ( x) 分别为 p1 ×p , p1 ×m 矩阵 ,且

rank[�l1 ( x) 　�c1 ( x) ] = p1 .用 M1 ( x) 左乘广义系统

(1) 中的代数方程 ,得

0 =
�k1 ( x)

k1 ( x)
+

�l1 ( x)

0
z +

�c1 ( x)

0
u. (5)

其中 :�k1 ( x) , k1 ( x) 分别为 p1 , ( p - p1 ) 维向量.

对 k1 ( x) = 0求导 ,得到新的代数方程

0 =
�k1 ( x)

�k2 ( x)
+

�l1 ( x)

�l2 ( x)
z +

�c1 ( x)

�c2 ( x)
u.

其中 :�k2 ( x) = [ L f k1
1 ( x) ⋯L f k1

p- p1
( x) ]T , k1

i ( x) 表

示 k1 ( x) 的第 i 个分量 , L f k1
i ( x) 表示标准的李导

数 ;�l2 ( x) ,�c2 ( x) 分别为 ( p - p1 ) ×p , ( p - p1 ) ×m

阶矩阵 ,且

�l2 ( x) =

L b1 k1
1 ( x) ⋯ L bp

k1
1 ( x)

… …

L b1 k1
p- p1

( x) ⋯ L bp
k1

p- p1
( x)

,

�c2 ( x) =

L g1 k1
1 ( x) ⋯ L gm

k1
1 ( x)

… …

L g1 k1
p- p1

( x) ⋯ L gm
k1

p- p1
( x)

.

这里 bj ( x) , g j ( x) 分别表示矩阵 b( x) , g ( x) 的第 j

列.

计算 rank
�l1 ( x) �c1 ( x)

�l2 ( x) �c2 ( x)
,若秩等于 p ,计算

停止 ;否则重复上述算法.由于广义系统 (1) 的阶数

θd 为有限的 ,一定存在整数 q ,使得系统 (1) 的代数

方程化为

0 =
�kq ( x)

�kq+1 ( x)
+

�lq ( x)

�lq+1 ( x)
z +

�cq ( x)

�cq+1 ( x)
u , (6)

且 rank
�lq ( x) �cq ( x)

�lq+1 ( x) �cq+1 ( x)
= p , 其中 :�kq ( x) 和

�kq+1 ( x) 分别表示 pq 和 ( p - pq) 维向量 ;�lq ( x) ,

�lq+1 ( x) 和 �cq ( x) ,�cq+1 ( x) 分别为 pq ×p , ( p - pq) ×

p和 p q ×m , ( p - pq) ×m阶矩阵 , x ∈M ,
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M = x ∈ X ∶

k1 ( x)

…

kq ( x)

= 0 .

　　定理 1　对于广义系统 (1) ,若[ l ( x) , c( x) ]行

满秩 ,则一定存在 m ×p阶矩阵 B 和一个反馈控制

u = Bz + v , (7)

使得[ l ( x) + c( x) B ]为满秩的 ,得到广义系统 (1) 的

状态空间实现

Ûx = �f ( x) + �g ( x) v ,

y = h( x) .
(8)

其中 : v为新的控制输入 ,

�f ( x) = f ( x) - ( b( x) + g ( x) B) ( l ( x) +

c( x) B) - 1 k ( x) ,

�g ( x) = g ( x) - ( b( x) + g ( x) B) ( l ( x) +

c( x) B) - 1 c( x) .

　　证明 　存在 p阶可逆阵 P ( x) 使得

P( x) [ l ( x) , c( x) ] =

l′( x) l″( x) 0 0

0 0 c′( x) c″( x)
.

其中 : l′( x) , l″( x) , c′( x) , c″( x) 分别为 k ×k , k ×( p

- k) , ( p - k) ×( p - k) , ( p - k) ×( m + k - p) 阶

矩阵.不失一般性 ,假设 l′( x) 和 c′( x) 皆为可逆阵 ,

取 B =
0 I

0 0
,其中 :B 为 m ×p阶矩阵 , I为 ( p -

k) ×( p - k) 阶单位阵 ,则有

0 0

c′( x) c″( x)
B =

0 0

0 c′( x)
.

用 P( x) 分别左乘广义系统 (1) 中的代数方程 ,得

0 =
k′( x)

k″( x)
+

l′( x) l″( x)

0 0
z +

0 0

c′( x) c″( x)
u. (9)

将反馈控制 (7) 代入式 (9) 可得

0 =
k′( x)

k″( x)
+

l′( x) l″( x)

0 c′( x)
z +

0 0

c′( x) c″( x)
v. (10)

因此有

rank P( x) [ l ( x) + c( x) B ] =

rank
l′( x) l″( x)

0 c′( x)
= p.

因为 P( x) 为非奇异的 ,所以[ l ( x) + c( x) B ]为 p阶

可逆阵. 将反馈控制 (7) 代入系统 (1) 中可得系统

(8) . □

特别地 ,当 rank[ l ( x) , c( x) ] = rank[ l ( x) ] =

p时 ,取 B = 0 ,从而代数变量的表达式为

z = - l - 1 ( x) ( k ( x) + c( x) u) .

将 z代入广义系统 (1) 中 ,得到非线性正常系统

Ûx = f ( x) - b( x) l - 1 ( x) k ( x) +

( g ( x) - b( x) l - 1 ( x) c( x) ) u. (11)

系统 (11) 即为广义系统 (1) 的状态空间实现.

2 . 2　构造等价于原输出函数的综合输出函数

考虑非线性系统

Ûx = f ( x) + g ( x) u ,

y = h( x) .
(12)

　　假设 2　rank g ( x) = m , Π x ∈ X.

构造所需的综合输出函数方法如下 :

由假设 2知 ,在 g ( x) 中一定存在 m ×m阶非奇

异矩阵 ,不失一般性 ,设其为

g ( x) =

g11 ⋯ g1 m

… …

gm1 ⋯ gmm

.

　　将系统 (12) 写成如下形式 :

Ûx1 = f 1 ( x) + g11 ( x) u1 + ⋯+ g1 m ( x) um ,

…

Ûx m = f m ( x) + gm1 ( x) u1 + ⋯+ gmm ( x) um ,

Ûx m+1 = f m+1 ( x) + gm+1 1 ( x) u1 + ⋯+

　 　　gm+1 m ( x) um ,

…

Ûx n = f n ( x) + gn1 ( x) u1 + ⋯+ gmn ( x) um .

(13)

令

f 1 ( x) + g11 ( x) u1 + ⋯+ g1 m ( x) um = 0 ,

…

f m ( x) + gm1 ( x) u1 + ⋯+ gmm ( x) um = 0 .

(14)

显然这 m个方程可解出 u1 , u2 , ⋯, um .又令

η1 ( x) = f m+1 ( x) + gm+1 1 ( x) u1 + ⋯+

　　　　gm+1 m ( x) um ,

…

ηn- m ( x) = f n ( x) + gn1 ( x) u1 + ⋯+

　　　　　gnm ( x) um .

(15)

将 u1 , u2 , ⋯, um代入式 (15) 中.再令 h 3 ( x) = h( x)

+Λη( x) ,其中

Λ =

λ11 ⋯ λ1 n- m

…

λm1 ⋯ λm n - m

,η( x) =

η1 ( x)

…

ηn- m ( x)

.

显而易见 , Π x ∈ E ,都有 h 3 ( x) = h( x) ,因此所构

造的输出函数 h3 ( x) 等价于原输出函数 h( x) .

2 . 3　广义系统状态空间实现的零点配置

引理 1[ 8 ] 　对于系统 (12) ,设 P ∈R
( n- m) ×( n- m)

,
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Q ∈Rm×( n- m)
,并满足 :

1) P有相异特征值 ;

2) P与5 f
5 x

( x e) + ∑
m

i = 1

ue
i

5 gi

5 x
( xe) 无相同的特征

值 ,其中 x e 和 ue 为平衡点 ,且满足

f ( x e) + g ( x e) ue = 0 ; (16)

　　3) ( Q , P) 为能观的 ;

4) S ∈Rn×( n- m) 且满秩 ,并为方程

S P - [
5 f
5 x

( x e) + ∑
m

i = 1
ue

i
5 gi

5 x
( x e) ] S =

[ g1 ( xe) ⋯ gm ( x e) ]Q (17)

的解.

则系统

d x
d t

= f ( x) + g ( x) u ,

h3 ( x) = h( x) +Λη( x) ,

(18)

Λ = - ( [
5 h
5 x

( xe) S ]) ( [
5η
5 x

( x e) S ])
- 1

(19)

的输出零点为 P的特征值.

定理 2　对于非线性广义系统 (1) ,其平衡点

为 ( x0 , z0 , u0 ) , 且满足 u0 = Bz 0 + v0 . 设 P ∈

R
( n- m) ×( n- m)

, Q ∈Rm×( n- m)
,并满足 :

1) [ l ( x) , c( x) ]为行满秩的 ;

2) P与5�f
5 x

( x0 ) + ∑
m

i = 1
v0 5�g i

5 x
( x0 ) 无相同的特征

值 ;

3) P有相异特征值并且为 Hurwitz ;

4) ( Q , P) 为能观的 ;

5) S为满秩的 n ×( n - m) 阶矩阵 ,且为方程

S P - [
5�f
5 x

( x0 ) + ∑
m

i = 1
v0 5�g i

5 x
( x0 ) ] S =

[ �g1 ( x0 ) ⋯�gm ( x0 ) ]Q (20)

的解.

则系统

Ûx = �f ( x) + �g ( x) v ,

h3 ( x) = h( x) +Λη( x) ,
(21)

Λ = - ( [
5 h
5 x

( x0 ) S ]) ( [
5η
5 x

( x0 ) S ])
- 1

的输出零点为 P的特征值 ,即系统 (21) 为最小相位

的.其中 :B 为 m ×p阶矩阵 , v为新的控制输入 ,

�f ( x) = f ( x) - ( b( x) + g ( x) B) ( l ( x) +

c( x) B) - 1 k ( x) ,

�g ( x) = g ( x) - ( b( x) + g ( x) B) ( l ( x) +

c( x) B) - 1 c( x) .

　　证明 　因为已知条件 1) ,由定理 1可知 ,一定

存在 m ×p 阶矩阵 B 和 u = Bz + v ,使 [ l ( x) +

c( x) B ]为满秩的 ,可得系统 (21) . 又因为已知条件

2) ～ 5) ,由引理 1可知系统 (21) 的输出零点为 P的

特征值 ,且为最小相位的. □

2 . 4　状态反馈控制

下面利用构建的最小相位输出函数构造状态反

馈控制器 ,对广义系统 (1) 实施状态反馈控制.

假设 3

1) 广义系统 (1) 中的矩阵[ l ( x) , c( x) ]行满秩 ,

系统 (21) 为系统 (1) 的状态空间实现 ;

2) 系统 (21) 为最小相位的 ;

3) 系统 (21) 中 h3
i ( x) 的相对阶为最小整数 ri ,

且满足

[ L �g1 L ri - 1
�f h 3

i ( x) 　⋯　L �gm
L ri - 1

�f h 3
i ( x) ] ≠

[0　⋯　0 ] , (22)

矩阵

C( x) =

L �g1 L r1 - 1
�f h 3

1 ( x) ⋯ L �gm
L r1 - 1

�f h 3
1 ( x)

… …

L �g1 L rm - 1
�f h 3

m ( x) ⋯ L �gm
L rm - 1

�f h 3
m ( x)

(23)

为非奇异的 ,这里 L �gJ
L ri - 1

�f h 3
k ( x) 表示标准的李导

数.

则状态反馈控制律为

v = { [β1 r1 ⋯βmr1 ] C( x) } - 1 ( h 3
sp - h 3 ( x) -

∑
m

i = 1
∑
ri

j = 0

βij L
j
�f h 3

i ( x) ) . (24)

任意选取调解参数βij ,确保以下输出 / 输入响应 :

h3 ( x) + ∑
m

i = 1
∑
ri

j = 1

βij
d j y i

d t j = h3
sp (25)

是稳定的.这里 h3 ( x) 和 h3
sp 分别为输出和输出期

望值.将式 (24) 代入系统 (21) 中可得

Ûx = �f ( x) + �g ( x) { [β1 r1 ⋯βmr1 ] C( x) } - 1 ×

　　( h3
sp - h3 ( x) - ∑

m

i = 1
∑
ri

j = 0

βij L
j
�f h 3

i ( x) ) ,

h3 ( x) = h( x) +Λη( x) ,

该系统是稳定的[8 ] .从而

u = Bz + { [β1 r1 ⋯βmr1 ] C( x) } - 1 ( h3
sp -

h 3 ( x) - ∑
m

i = 1
∑
ri

j = 0

βij L
j
�f h 3

i ( x) )
可使广义系统 (1) 稳定.

3　仿真研究
　　1981年 , Anderson建立了 Logistic增长的 SIR

传染病模型.设 N表示种群的总密度 , X , I和 Y分别

表示易感者类、染病而未发病类和染病且发病类在

时间 t时种群的密度 ,且 N = X + Y + I.如果易感者

类 X与染病且发病类 Y发生有效接触 ,就会被传染 ,
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传染率为β;染病而未发病类 I可发展为 Y ,转移率

为δ.其传染机制可描述为

X + Y
β

2 Y , I
δ

Y .

模型如下 :

ÛX = ( a - b) X - εX N - βX Y ,

ÛI =βX Y - (δ+ b +εN ) I ,

ÛY =δI - (ε+ b +εN ) Y ,

0 = X + Y + I - N .

(26)

其中 : a , b ,ε分别代表种群的自然出生率、自然死亡

率和因病死亡率.

当δβ -αε > 0 , ( a - b)δβ -ε(ε+α) (δ+α) > 0

时 ,有两个平衡点 :一个为疾病消除平衡点 ( a - b
ε ,

0 ,0 ,
a - b
ε ) ;另一个为正平衡点 ( X 3 , I 3 , Y 3 , N 3 ) .

如果疾病消除平衡点是稳定的 ,则该传染病将消除 ;

如果正平衡点是稳定的 ,则该传染病将会蔓延 ,成为

地方病 ,因此也称正平衡点为地方病平衡点.

令

kτ =
(ε+ a) ( a +δ)
δβ , k =

a - b
ε .

当 k < kτ时 ,系统 (26) 无地方病平衡点 ,仅有疾病消

除平衡点是稳定的.

当 k > kτ且δβ- aε> 0时 ,地方病平衡点存在 ,

疾病消除平衡点不稳定[10 ] ,因此对系统 (26) 施加控

制使其在该点稳定 ,旨在消除该传染病.其控制模型

为

ÛX = ( a - b) X - X N - βX Y + u1 ,

ÛI =βX Y - (δ+ b +εN ) I + u2 ,

ÛY =δI - (ε+ I +εN ) Y - u2 ,

0 = X + Y + I - N .

(27)

　　令

�X =
a - b
ε - X , �Y = Y ,

�I = I , �N =
a - b
ε - N .

求得广义系统 (27) 的状态空间实现 ,并设其输出函

数为 h1 = �X , h2 = �I . 取 a = 0 . 05 , b = 0 . 01 ,ε =

0 . 2 ,δ= 0 . 1 ,β= 5 ,可得

�X
·

= 5 (0 . 2 - �X) �Y - (0 . 2 �X -

　　0 . 04) ( - �X + �Y + �I) - u1 ,

�I
·

= 5 (0 . 2 - �X) �Y - 0 . 15�I -

　　0 . 2�I ( - �X + �Y + �I) + u2 ,

�Y
·

= 0 . 1�I - 0 . 25 �Y - 0 . 2 �Y ( - �X + �Y + �I) - u2 ,

h1 = �X , h2 = �I .

(28)

可以验证系统 (28) 为非最小相位系统.构造函数

η( �X , Y , I) = 0 . 2 ( I + Y) ( X - I - Y) -

0 . 05 I + 0 . 75 Y - 5 �X Y.

　　下面求Λ.取 P = - 0 . 05 , Q =
q1

q2

,则

S =

100q1 - 40q2

10q2

0

,Λ =
200

q1

q2
- 80

20

.

从而

h3
1 = X + ( - 80 + 200

q2

q1
)η( X , Y , I) ,

h3
2 = I + 20η( X , Y , I) .

　　由定理 2可知 ,系统 (28) 将零点配置到 - 0 . 05

上 , q2 / q1 为任意的 ,不失一般性 ,取 q2 / q1 = 1 ,则

h 3
1 = X + 120η( X , Y , I) ,

h 3
2 = I + 20η( X , Y , I) .

选取[β11 　β21 ] =
100 0

0 100
,对于辅助输出函数

h3
1 和 h 3

2 ,相对阶 r1 = r2 = 1 .利用式 (24) ,由Maple

软件解得如下结果 :

u1 = - 0 . 03 + 0 . 03 X - 3 . 52 Y + 0 . 28 I ,

u2 = - 0 . 24 Y + 0 . 1 I.

　　显然 ,控制 u1 和 u2 就是对广义系统 (27) 实施

隔离、免疫和提高感染者的恢复率等措施.图 1～图

4分别表示 Y类和 I 类在采取控制前、后的情形.其

中 :图 1 ,图 2表示控制前 Y类和 I类随时间 t的变化

趋于平衡点 ,该传染病将成为该地区的地方病 ;图

3 ,图 4表示控制后 Y 类和 I 类随时间 t 的变化趋于

原点 ,该传染病将灭绝.

图 1　控制前 Y类的变化曲线

图 2　控制前 I类的变化曲线
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图 3　控制后 Y类的变化曲线

图 4　控制后 I类的变化曲线

4　结 　　语
　　本文采取重构输出函数的方法 ,不但能任意配

置非线性广义系统的状态空间实现的零点 ,而且所

构建的最小相位输出函数能直接用于构造状态反馈

控制器 ,是一个方便可行的方法.将所得结论应用于

Logistic增长的 SIR传染病模型 ,仿真数据表明该

方法是行之有效的.
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