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再制造成本随机分布的生产优化问题研究

李新军 , 达庆利
(东南大学 经济管理学院 , 南京 211189)

摘　要 : 研究单一厂商制造/再制造集成系统的两期生产优化问题.首先 ,在回收率一定的条件下 ,建立回收产品的

再制造成本与再制造率之间的函数关系 ;然后 ,建立以追求利润最大化为目标的模型 ,验证了该模型为凸规划 ,给出

了 K2T条件表达式 ,并分析了伽马分布条件下解的特征及其临界条件 ;最后 ,通过算例对该模型的性质和规律作进

一步分析.
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Abstract : The two2period production optimization model is established in a monopoly manufacturing/ remanufacturing

setting. The function between the remanufacturing cost and the remanufacturing yield is const ructed under the

condition that the return rate is fixed. The theorem is verified that the model is a convex programming problem , and

then K2T conditions are given. Moreover , the character and the critical term of solving are testified on the condition of

gamma dist ribution. Finally , a numerical computation is given to illust rate the properties and rules of the model.
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1　引　　言
　　闭环供应链作为供应链领域一个新兴研究方

向 ,近年来引起了学术界和企业界的广泛关注.所谓

闭环供应链是指 :从产品的全生命周期角度出发 ,将

正向供应链活动和逆向供应链活动整合起来 ,对产

品的回收、生产和再销售整个过程进行设计和管

理[123 ] ;而逆向供应链则是指 :从消费者手中回收废

旧产品并进行分类/检测/拆解 ,直到最终处置或由

制造商再利用的过程[426 ] .

许多学者对闭环供应链从不同角度进行了研

究. Majumder [7 ]应用纳什均衡博弈分析了原始设备

制造商和当地再制造商相互竞争模型 ,并建立了可

再制造产品与回收率和产品寿命以及前几期新制造

产品之间的数量关系. Savaskan等[ 8 ]应用博弈论研

究了逆向供应链中分别由生产商、零售商和第三方

负责回收这 3种渠道结构的最优选择问题. Toktay

等[9 ]基于技术选择对制造/再制造成本结构的影响 ,

从产品定价和消费者效用的角度研究了新制造产品

和再制造产品在同一市场上销售且存在价格竞争的

利润最大化问题. Ferrer 等[10 ]假定每期的再制造率

为定值 ,分别研究了单一厂商和双寡头垄断条件下

两期、多期和无穷期的利润最大化问题. Guide等[11 ]

提出了回收产品的分层结构模式 ,通过质量依赖的

回收价格体系来影响回收产品的质量和数量 ,并建

立了再制造产品的需求函数 ,从而实现了回收产品

的供需平衡以及利润最大化的目标.

现有的文献大都研究了回收产品质量状态的不

稳定性. Fleischmann 等[4 ]考虑到回收产品质量的

不确定性 ,建立了仿真模型 ,用以评估不同的逆向物

流结构. Guide 等[ 2 ]提出了产品回收管理 ( PAM)的
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概念 ,定性分析了如何控制回收产品质量的不确定

性 ,并作了经济价值分析. Guide 等[11 ]扩展了该模

型 ,基于 PAM建立了回收产品质量依赖的递阶供

应函数 ,研究了以追求利润最大化为目标的供需均

衡模型. Ferrer等[10 ]提出了单一厂商的两期生产优

化模型 ,忽略了回收产品质量的不确定性而假定所

有回收产品的再制造成本相同 ,并且指出 ,从再制造

率对再制造成本的影响出发研究该模型是未来的一

个重要研究方向. Galbret h[ 12 ]研究了再制造条件下

的回收和分类策略 ,构造了再制造成本与再制造率

之间的函数关系 ,主要用于解决在需求确定和随机

条件下产品回收和再制造率的选择问题. Klausner

等[13 ]研究了如何采取激励措施来提高回收产品的

质量状态 ,并得出结论 :回收产品质量的提高将导致

较高的再制造率.

本文在文献[ 10 ]的基础上 ,引入再制造成本的

随机分布函数来分析闭环供应链的生产优化问题.

因此 ,本文研究具有以下特点 :1) 在回收率一定的

条件下 ,建立了再制造成本与再制造率之间的函数

关系 ,并引入了伽马分布 ;2) 本文模型为凸规划 ,可

用 K2T条件求解 ,且具有唯一最优解.可见 ,本文模

型通过累积分布函数描述了再制造成本变化趋势 ,

对于闭环供应链的生产决策起到了很好的辅助作

用 ,具有重要的理论价值和现实意义.

2　模型建立及求解
　　本文主要研究制造/再制造集成系统单一厂商

的两期利润最大化问题.假设市场中只有一个完全

垄断的制造商且只生产一种产品.第 1 期只新制造

产品 ;第 2期既要新制造产品 ,也要对回收产品进行

再制造.

假设每期的潜在市场容量均为 A , p1 和 q1 分别

为第 1期新制造产品的价格和数量 , q2 , j 为产品 j 在

第 2期的数量 , j = N , R分别表示新制造产品和再

制造产品.假定第 1期需求函数为线性需求函数 ,记

为 q1 = A - p1
[10 ] ,第 2期的需求函数为 p2 = A -

q2 , N - q2 , R ,即假定第 2期消费者对新制造产品和再

制造产品无法区分 ,愿意支付同一价格 p2 . 新制造

产品的单位成本为 c.

产品回收率为α(0 <α< 1) ,即α为第 2期回收

产品与第 1期新制造产品的比例.再制造率为γ,即

γ为第 2期再制造产品与回收产品的比例.考虑资金

时间价值 ,并假定资金折现率为β(0 <β< 1) .

2 . 1　再制造产品成本函数

在不进行技术创新的情况下 ,对于大多数产品 ,

如电话机、一次性相机等 ,当回收时间间隔和回收率

一定时 ,回收产品的质量状态基本一致[12 ] .此时 ,可

采用再制造成本来描述回收产品的质量状态 :回收

产品的质量越低 ,则再制造成本就越高.第 2期的回

收产品来源于第 1期的新制造产品 ,只要回收率一

定 ,第 1期新制造产品数量无论有多少 ,回收产品的

质量状态都基本不变 ,即回收产品质量状态仅与回

收率有关.再制造成本和再制造率之间的函数关系

如图 1所示.

图 1　再制造率与再制造成本关系

由回收率定义知 ,第 2 期回收产品为αq1 ,第 2

期再制造产品为 q2 , R ,则γ= q2 , R / (αq1 ) .假设回收产

品质量状态的累积分布函数为 G(·) ,相应的概率密

度函数为 g (·) ,用 t0 表示再制造成本的临界值 ,则

有

γ = G( t0 ) or G( t0 ) = q2 , R / (αq1 ) . (1)

式 (1) 的含义为 ,当再制造率为γ或 q2 , R / (αq1 ) 时 ,

再制造成本的临界值为 t0 ,亦即再制造成本小于 t0

的概率为再制造率γ或 q2 , R / (αq1 ) .将再制造成本小

于 t的回收产品全部用作再制造 ,而将再制造成本

大于 t0的回收产品作废弃处理.于是 ,通过累积分布

函数将再制造成本和再制造率联系起来. 在γ =

G( t0 ) 中 ,γ越大 , t0 就越大.再制造产品 q2 , R 的平均

成本和总成本分别为

∫
G- 1 (γ)

0
xg ( x) d x

∫
G- 1 (γ)

0
g ( x) d x

, (2a)

q2 , R
∫

G- 1 (γ)

0
x g ( x) d x

∫
G- 1 (γ)

0
g ( x) d x

=αq1∫
G- 1 (γ)

0
xg ( x) d x. (2b)

2 . 2　模型的建立

考虑到价格竞争和再制造成本分布函数 ,以及

新制造产品和再制造产品的产量非负约束 ,以追求

利润最大化为目标的两期模型为

max f ( q1 , q2 , N , q2 , R ) =

( p1 - c) q1 +β[ ( p2 - c) q2 , N +

p2 q2 , R - αq1∫
G- 1 q2 , R
αq1

0
x g ( x) d x ] , (3a)

s. t . p1 = A - q1 , (3b)
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　　　　　p2 = A - q2 , N - q2 , R , (3c)

　　　　　q2 , R ≤αq1 , (3d)

　　　　　q2 , N , q2 , R ≥0 . (3e)

2 . 3　模型的求解

定理 1　式 (3) 描述的两期模型为凸规划问题.

证明 　将式 (3b) 和 (3c) 代入 (3a) ,则目标函数

转化为

max f ( q1 , q2 , N , q2 , R ) =

( A - q1 - c) q1 +β[ ( A - q2 , N -

q2 , R - c) q2 , N + ( A - q2 , N - q2 , R ) q2 , R -

αq1∫
G- 1

0

q2 , R

aq1
xg ( x) d x ] . (4)

由

5 G- 1 ( q2 , R

αq1
)

5q2 , R
=

d G- 1 ( q2 , R

αq1
)

d ( q2 , R

αq1
)
×

5 ( q2 , R

αq1
)

5q2 , R
=

1

d G[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

d G- 1 ( q2 , R

αq1
)
αq1

=
1

αq1 g[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

和

5 G- 1 ( q2 , R

αq1
)

αq1
= -

q2 , R

αq2
1 g[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

,

可得海赛阵为

H =

- 2 -
βq2

2 , R

αq3
1 g[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

0

0 - 2β

βq2 , R

αq2
1 g[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

- 2β

→

←

βq2 , R

αq2
1 g[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

- 2β

- β(2 +
1

αq1 g[ G- 1 ( q2 , R

αq1
) ]

)

. (5)

因该矩阵是负定阵 ,所以目标函数是凹函数.

约束条件 q2 , R ≤αq1 , q2 , N ≥0和 q2 , R ≥0都是

关于 q1 , q2 , N , q2 , R 的线性函数.因此 ,该问题为凸规

划问题. □

定理 2　式 (3) 描述的凸规划问题可通过

Karush2Kuhn2Tucker优化条件求得其解.

证明 　容易证明该问题存在可行解.又该问题

为凸规划 ,因此必定存在最优解.

Lagrangean函数为

L ( q1 , q2 , N , q2 , R ) =

( A - q1 - c) q1 +β[ ( A - q2 , N - q2 , R - c) q2 , N +

( A - q2 , N - q2 , R ) q2 , R - αq1∫
G- 1 q2 , R
αq1

0
xg ( x) d x ] +

λ(αq1 - q2 , R ) + u1 q2 , N + u2 q2 , R . (6)

Karush2Kuhn2Tucker优化条件为

5L
5q1

= A - 2q1 - c - β(α∫
G- 1 q2 , R
αq1

0
xg ( x) d x -

　　 q2 , R

q1
G- 1 ( q2 , R

αq1
) ) +αλ = 0 , (7a)

5L
5q2 , N

=β( A - 2q2 , N - 2q2 , R - c) + u1 = 0 ,

(7b)

5L
5q2 , R

=β( A - 2q2 , N - 2q2 , R -

　 　 　G- 1 ( q2 , R

αq1
) ) - λ+ u2 = 0 , (7c)

λ(αq1 - q2 , R ) = 0 , (7d)

u1 q2 , N = 0 , (7e)

u2 q2 , R = 0 , (7f)

λ, u1 , u2 ≥0 . (7g)

于是定理得证. □

2 . 4　再制造成本函数的表达形式

由于Γ( a , b) ( a > 0 , b > 0) 分布具有一些优点 ,

且再制造成本和再制造率之间的函数关系类似于产

品寿命分布 ,本文假定再制造成本函数服从Γ( a , b)

分布[12 ] .

Γ( a , b) 分布一般具有如下特点[14 ] :

1) Γ( a , b) 分布的概率密度函数为

f ( x) =

1
baΓ( a)

x a- 1 e - x/ b , x > 0 ;

0 , 其他.

　　2) 期望值为 ab ,方差为 ab2 ,通过参数 a和 b的

设定可以拟合很多变量为正值的分布.

3) 当 a很大时 ,Γ( a , b) 分布逼近正态分布.

4) 现实生活中很多分布服从Γ( a , b) 分布 ,尤

其是产品寿命分布.

定理 3　再制造成本服从Γ( a , b) 分布时 ,可通

过求解以下方程组得到结果 :

A - 2q1 - c - β(α∫
G- 1

0

q2 , R

αq1
xg ( x) d x -

q2 , R

q1
G- 1 ( q2 , R

αq1
) ) = 0 ,

A - 2q2 , N - 2q2 , R - c + u1 = 0 ,

A - 2q2 , N - 2q2 , R - G- 1 ( q2 , R

αq1
) = 0 , u1 q2 , N = 0 .
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　　证明 　因再制造成本服从Γ( a , b) 分布 ,并结

合Γ( a , b) 分布特点知 0 < q2 , R <αq1 ,故 u2 =λ=

0 .将其代入式 (7) 即可得证. □

因Γ( a , b) 分布函数比较复杂 ,无法给出解析

式 ,故通过下面的算例来分析该模型的性质和规律.

3　算例分析
　　本算例所用参数取值为 A = 10 , c = 5 ,α =

0 . 8 ,β= 0 . 9 ,采用Γ( a , b) 分布.因为Γ( a , b) 分布的

期望值和方差分别为 ab和 ab2 ,所以首先固定期望

值 ab ,然后使 b逐渐增大 ,观察利润值和决策变量的

变化 ,即在期望值固定的情况下 ,利润值和决策变量

随着方差的变化趋势.参数 b从 1到 10 ,间隔为 1 ;期

望值 ab为新制造产品成本 c 的倍数 ,倍数分别为

0 . 4 ,0 . 5 ,0 . 7 ,1 . 0 ,1 . 5 ,2 . 0 . 用 Matlab6. 5 进行仿

真 ,具体结果如表 1所示.

通过进一步分析 ,可得如下结论 :

　　1) 在 b不变的条件下 ,随着 ab的增加 ,利润值

越来越小 ,这是因为再制造成本期望值越大 ,与新制

造产品相比 ,再制造产品的成本优势越小 ,于是利润

值也相应地降低.

2) 在 ab不变的条件下 ,随着 b的增加 ,利润值

越来越大 ,这是由Γ( a , b) 分布的特点决定的.因为

再制造成本方差越大 ,与新制造产品相比 ,回收产品

中再制造成本较低的比重越大 ,再制造产品的成本

表 1　再制造成本伽马分布的闭环供应链生产优化仿真数据表

ab
b

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 . 4c 3 . 494 3 . 574 3 . 627 3 . 666 3 . 696 3 . 719 3 . 738 3 . 753 3 . 766 3 . 777

0 . 7c 3 . 147 3 . 241 3 . 315 3 . 374 3 . 425 3 . 468 3 . 506 3 . 540 3 . 570 3 . 597

q1 1 . 0c 3 . 098 3 . 192 3 . 261 3 . 316 3 . 363 3 . 402 3 . 437 3 . 469 3 . 497 3 . 523

1 . 5c 2 . 565 2 . 657 2 . 737 2 . 806 2 . 866 2 . 919 2 . 968 3 . 011 3 . 051 3 . 087

2 . 0c 2 . 509 2 . 546 2 . 593 2 . 641 2 . 689 2 . 733 2 . 775 2 . 815 2 . 852 2 . 887

0 . 4c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 . 7c 0 . 448 0 . 488 0 . 470 0 . 442 0 . 408 0 . 374 0 . 340 0 . 308 0 . 278 0 . 248

q2 , N 1 . 0c 1 . 113 1 . 009 0 . 927 0 . 859 0 . 800 0 . 747 0 . 699 0 . 655 0 . 614 0 . 576

1 . 5c 2 . 124 1 . 880 1 . 726 1 . 606 1 . 511 1 . 431 1 . 361 1 . 299 1 . 242 1 . 193

2 . 0c 2 . 434 2 . 274 2 . 136 2 . 025 1 . 925 1 . 842 1 . 768 1 . 701 1 . 640 2 . 584

0 . 4c 2 . 656 2 . 605 2 . 588 2 . 584 2 . 590 2 . 598 2 . 607 2 . 618 2 . 628 2 . 639

0 . 7c 2 . 052 2 . 012 2 . 031 2 . 058 2 . 092 2 . 126 2 . 159 2 . 192 2 . 223 2 . 252

q2 , R 1 . 0c 1 . 138 1 . 492 1 . 573 1 . 641 1 . 700 1 . 753 1 . 802 1 . 846 1 . 886 1 . 924

1 . 5c 0 . 376 0 . 620 0 . 774 0 . 894 0 . 989 1 . 070 1 . 140 1 . 201 1 . 258 1 . 308

2 . 0c 0 . 066 0 . 226 0 . 364 0 . 475 0 . 575 0 . 658 0 . 732 0 . 799 0 . 860 0 . 916

0 . 4c 6 . 506 6 . 426 6 . 373 6 . 334 6 . 305 6 . 281 6 . 262 6 . 247 6 . 234 6 . 223

0 . 7c 6 . 854 6 . 759 6 . 685 6 . 626 6 . 575 6 . 532 6 . 494 6 . 461 6 . 430 6 . 403

p1 1 . 0c 6 . 902 6 . 808 6 . 739 6 . 684 6 . 638 6 . 598 5 . 563 6 . 531 6 . 503 6 . 478

1 . 5c 7 . 435 7 . 343 7 . 263 7 . 194 7 . 134 7 . 081 7 . 033 6 . 990 6 . 950 6 . 913

2 . 0c 7 . 492 7 . 455 7 . 407 7 . 359 7 . 331 7 . 267 7 . 225 7 . 185 7 . 148 7 . 113

0 . 4c 7 . 334 7 . 395 7 . 412 7 . 416 7 . 410 7 . 402 7 . 393 7 . 382 7 . 372 7 . 361

0 . 7c 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500

p2 1 . 0c 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500

1 . 5c 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500

2 . 0c 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500 7 . 500

0 . 4c 18 . 556 18 . 880 19 . 184 19 . 455 19 . 693 19 . 902 20 . 088 20 . 254 20 . 403 20 . 537

0 . 7c 15 . 524 16 . 128 16 . 613 17 . 009 17 . 352 17 . 650 17 . 916 18 . 153 18 . 368 18 . 564

利润 1 . 0c 13 . 493 14 . 220 14 . 777 15 . 222 15 . 609 15 . 943 16 . 244 16 . 515 16 . 759 16 . 985

1 . 5c 12 . 206 12 . 685 13 . 112 13 . 496 13 . 838 14 . 148 14 . 431 14 . 688 14 . 931 15 . 154

2 . 0c 11 . 916 12 . 105 12 . 348 12 . 601 12 . 854 13 . 096 13 . 327 13 . 547 13 . 757 13 . 958

44



第 1 期 李新军等 : 再制造成本随机分布的生产优化问题研究 　 　 　

优势越来越大 ,于是利润值也相应地提高.

3) 在 b不变的条件下 ,随着 ab的增加 , q1 越来

越小 ,而 p1 越来越大.这是因为再制造成本期望值

越大 ,与新制造产品相比 ,再制造产品的成本优势越

小 ,应尽量通过增加第 1 期新制造产品价格来获取

利润.

4) 在 ab不变的条件下 ,随着 b的增加 , q1 越来

越大 , p1 越来越小 ,这是由Γ( a , b) 分布的特点决定

的.因为再制造成本方差越大 ,与新制造产品相比 ,

再制造产品的成本优势越大 ,第 1 期降低新制造产

品价格来增加产量 ,以提高第 2期再制造产品数量 ,

充分利用再制造产品的成本优势.

5) 在 b不变的条件下 ,随着 ab的增加 , q2 , N越来

越大 , q2 , R 越来越小且均为正值.这是因为再制造成

本期望值越大 ,与新制造产品相比 ,再制造产品的成

本优势越小.

6) 在 ab不变的条件下 ,随着 b的增加 , q2 , N总体

上越来越小 , q2 , R 总体上则越来越大且均为正值 ,这

是由Γ( a , b) 分布的特点决定的.因为再制造成本方

差越大 ,与新制造产品相比 ,再制造产品的成本优势

越大.

7) 在 ab不断增大的过程中 , q2 , N 初始为 0 ,即第

2期只再制造产品 ,然后逐渐变为正值 ,即第 2期同

时新制造产品和再制造产品.这时 , p2 也由小于 7 . 5

变为等于 7 . 5 ,这可由定理 3和式 (3c) 得出.

4　结 　　语
　　本文研究了再制造成本具有概率分布的闭环供

应链的两期生产优化问题.分析了再制造成本与再

制造率之间的函数关系 ,并引入了伽马分布 ,建立了

以追求利润最大化为目标的模型 ,丰富了再制造成

本结构理论 ,为从事制造和再制造的企业提供了重

要的决策参考.

如何将本文模型扩展到多期模型 ,如何将新制

造产品和再制造成品之间的价格竞争融入本文模

型 ,如何将本文的生产优化问题扩展到闭环供应链

的采购 —生产 —再销售全过程 ,这些都是今后的

研究方向.用再制造时间等来描述回收产品的质量

状态 ,也可作为今后的研究方向之一.
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