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仿 射 非 线 性 系 统 的 能 控 性

王晓明 , 崔平远 , 崔祜涛
(哈尔滨工业大学 深空探测基础研究中心 , 哈尔滨 150080)

摘　要 : 研究仿射非线性系统的能控性问题.利用向量场族对应的积分曲线定义系统的能控性 ,建立一个新的基于

漂移向量场弱泊松稳定的能控性判据 ,并给出了完整的证明.利用该结论对定义在紧致黎曼流形上的解析系统 ,给出

了漂移向量场为保守场条件下的能控性的充要条件 ,并用状态流形的紧致性证明了弱泊松稳定性的几个等价条件.

进一步利用保守系统的判据给出了一般仿射非线性系统能控的充分条件 ,并应用所得结论分析了欠驱动航天器姿态

系统的能控性.
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Abstract : The controllability of affine nonlinear systems is studied. The concept of controllability is defined by using

the orbit s of families of vector fields. A complete proof of the controllability criterion based on weakly positively

Poisson stability of drif t vector field is presented. Sufficient condition for systems on compact Riemann manifold with

conservative drif t vector field to be controllable is given , which is also necessary for analytic systems. Some equivalent

conditions for weakly positively Poisson stability are proved. Finally , a sufficient condition for the controllability of

general affine nonlinear systems is obtained by using the conservative field criterion , which is used to analyse the

controllability of the underactuated spacecraft attitude control system.
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1　引　　言
　　以 Chow 定理和 Frobenius 定理为基础 ,

Hermann[1 ,2 ] , Haynes等[3 ]和 Brocket t 等[4 ]利用微

分几何理论 ,研究非线性系统的能控性问题 ,得到了

有关对称非线性系统能控性的充要条件. 此后 ,

Sussmann等[5 ]和 Krener [ 6 ]等对非线性系统能控性

进行研究 ,引出许多有关能控性的概念 ,得到了许多

著名的结果 ,如李代数秩条件.鉴于能控性问题的复

杂性 ,后续研究者开始将注意力集中于一些特殊的

非线性系统[7 ,8 ] .

本文主要研究仿射非线性系统 ,这类系统对控

制是线性的 ,使其动态特性可完全由漂移向量场及

控制向量场来描述 ,从而为微分几何理论的应用提

供了有利的条件.同时 ,这类系统在力学、物理学、生

态学以及各类工程中大量存在 ,相关研究具有重要

的实际意义.

Aeyels[9 ]研究了漂移向量场光滑而控制向量场

为常值的仿射非线性系统 ,给出了全局能控的充分

条件. Kaya 等[10 ]针对平面仿射非线性系统 ,给出了

系统能控的必要条件.近来 , Sun 等[11 ]针对一般单

输入平面仿射非线性系统 ,利用一种新的方法分析

了系统的能达集 ,给出了系统全局能控的充要条件.

以此为基础 ,Sun等进一步研究了两类非线性系统

的全局能控性[12 ] ,即带有单个奇点的平面仿射非线

性系统 ,以及带有特殊结构的高维仿射非线性系统 ,

推广了文献[11 ]给出的结论 ,使能控性问题研究取

得了重要进展.对于一般仿射非线性系统 ,在漂移向

量场弱泊松稳定的条件下 ,Lian等[13 ]初步论证了能
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控性与李代数秩条件是等价的.鉴于李代数在计算

上的复杂性 ,本文在两个比较自然的假设条件下 ,对

这一能控性结果进行改进 ,并给出了完整的证明 ;在

此基础上讨论保守系统的仿射非线性能控性 ,给出

并证明弱泊松稳定性的两个等价条件 ;利用经典力

学中对于保守系统的判据 ,给出一般仿射非线性系

统能控的充分条件 ,并将所得结论应用于欠驱动航

天器姿态系统的能控性问题.

2　相关定义及已有结果
　　令M为 n维连通的解析流形 ,其上解析向量场

集合记为 V(M) . X ∈V(M)定义了一个映射

X :M |→TM , X ( x) ∈ T x M , Π x ∈M.

其中 T x M表示M在 x处的切空间 ,且

TM = { T x M | x ∈M} .

　　在 V(M) 上定义二元运算为熟知的李括号运

算 ,即

Π X , Y ∈V(M) , [ X , Y ] = X Y - Y X .

则V(M)成为实数域上的李代数. X的积分曲线为映

射 c∶R |→M ,其中

Πt ∈R , c′( t) = X ( c( t) ) .

　　为了论证方便 ,假设 X 是完备的 ,即 c( t) 对于

所有 t ∈R有定义.

每个向量场 X ∈V(M) 对应一个动力系统 ,该

动力系统的流为一个映射 exp X : R ×M |→M. 其中

exp X ( t , x) = c( t) , c( t) 是 X的满足 c (0) = x的积分

曲线.为了方便 ,将 exp X ( t , x) 记为 eX
t ( x) .如果该动

力系统是保守的 ,则 X 也称为保守的.

任意向量场族 V < V(M) 对应一个多元动力系

统.记

D+ (V) = { eX ktk
. ⋯. eX1t1 | t1 , ⋯, tk ≥0 ,

　 　 　　X1 , ⋯, X k ∈V, k ∈N} , (1)

O+ ( x ,V) = { <( x) | < ∈D+ (V) } . (2)

　　定义 1　令 x ∈M ,称 V在 x 点可达 ,如果

int ( O+ ( x ,V) ) ≠ Á ;称 V在 x点能控 ,如果 O+ ( x ,

V) = M.

令LA (V) 表示V(M) 的包含V的最小李子代数.

对于 x ∈M ,记

LA (V) x = { X ( x) | X ∈LA (V) } , (3)

则 LA (V) x 是 T x (M) 的一个子空间.从而 LA (V) 在

适当的意义下定义了一个M上的分布.

定义 2　称 V满足李代数秩条件 ,如果对于 Π x

∈M ,LA (V) x = T x M.

引理 1[5 ] 　对于 x ∈M , V在 x点可达 , 当且仅

当 LA (V) x = T x M. 进一步 , O+ ( x ,V) 的内点集在

O+ ( x ,V) 中稠密.

如果 V具有对称性 ,即若 X ∈V,则 - X ∈V.此

时有如下结果 :

引理2[14 ] 　如果V < V(M)对称 ,则V能控 ,当且

仅当 V满足李代数秩条件.

引理 3[15 ] 　给定 V < V(M) ,对于 Π x ∈M ,有

O+ ( x ,V) = O+ ( x ,conv (V) ) .其中 :conv (V) 表示 V

的凸壳 , O+ ( x ,V) 和 O+ ( x ,conv (V) ) 分别为 O+

( x ,V) 和 O+ ( x ,conv (V) ) 的闭包.

定义 3　给定M上完备向量场 X ,点 x ∈M称

为是在 X作用下正向 (负向) 泊松稳定的 ,如果对

于 x的任意邻域 V x 和任意 t > 0 ,存在 T > t ,使得

eX
T ( x) ∈V x ( eX

- T ( x) ∈V x ) .如果 x在 X 作用下既正

向泊松稳定又负向泊松稳定 ,则称 x为泊松稳定的.

记所有正向泊松稳定点的集合为 P+ ( X) ,所有泊松

稳定点的集合为 P( X) .

定义 4　称向量场 X是正向泊松稳定的 ,如果

P+ ( X) 在M中稠密 ;称 X是泊松稳定的 ,如果 P( X)

在M中稠密.

定义 5　称点 x ∈M在 X作用下非游荡 ,如果

对于 x 的任意邻域 V x 及 Π t > 0 , ϖ T > t ,使得

eX
T (V x ) ∩V x ≠Á (或等价地 , eX

- T (V x ) ∩V x ≠Á) .

其中 eX
T (V x ) = { eX

T ( x) | x ∈V x } .

显然 ,正向 (负向) 泊松稳定的点一定是非游荡

点.记Ω( X) 为 X作用下的所有非游荡点的集合 ,则

有如下引理 :

引理 4[13 ] 　在正向泊松稳定向量场 X作用下 ,

非游荡集Ω( X) = M.

定义 6　称向量场 X是弱正向泊松稳定的 ,如

果非游荡集Ω( X) = M.

3　主要结论
　　考虑M上的仿射非线性系统

Ûx = f ( x) + ∑
m

i = 1
ui g i ( x) = f ( x) + g ( x) u ,

x ∈M , u = ( u1 , ⋯, um ) T ∈U < Rm . (4)

向量场 f 称为漂移向量场 , g1 , g2 , ⋯, gm 为控制向

量场.

为避免论证的复杂性 ,一般假设控制函数 u∶

[0 , + ∞) →U是勒贝格可积或局部可积的.除此之

外 ,本文在讨论过程中还假定 0 ∈U ,且 aff (U) =

Rm .其中 aff (U) 表示 U 的仿射包 ,即所有满足如下

条件 :

αi ∈R , ∑
i

αi = 1 , ui ∈U , (5)

有限线性组合∑
i

αi u i 所形成的点集.

3 . 1　基于弱正向泊松稳定的能控性判据

假设 f 及 g1 , ⋯, gm 均为解析向量场 ,令 F =

0311
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{ f , g1 , ⋯, gm } ,则有如下能控性定理 :

定理 1　如果 f 弱正向泊松稳定 ,则系统 (4) 能

控的充要条件是 F满足李代数秩条件.

证明 　必要性 :对于系统 (4) ,其本身已定义一

个向量场族 VΣ = { f + gu | u ∈U} . VΣ代表的多元

动力系统的积分曲线对应于系统 (4) 的状态轨迹 ,

系统 (4) 能控意味着 VΣ在每点 x ∈M的能达性.由

引理 1有 LA (VΣ) x = T x M ,于是只需证明 LA ( F) =

LA (VΣ) 即可.

首先证明 spanR{ VΣ} = spanR{ F} , 显然有

spanR{ VΣ} < spanR{ F} ,所以只需证明 spanR{ F} <
spanR{ VΣ} .

由 0 ∈U知 f ∈spanR{ VΣ} .因为 aff (U) = Rm ,

即 Π j ∈{ 1 , ⋯, m} , ϖ k ∈N ,α1 , ⋯,αk ∈R , u1 , ⋯,

uk ∈U ,使得

∑
k

i = 1

αi u i = ej , ∑
k

i = 1

αi = 1 ,

其中 ej 表示 Rm 的第 j 个标准基 (0 , ⋯, 1
第 j个

, ⋯,0)′.

则有

∑
k

i = 1

αi ( f + gu i ) = ∑
k

i = 1

αi f + ∑
k

i = 1
gαi u i =

f + ∑
k

i = 1
ge i = f + g j . (6)

因此 f + g j ∈spanR{ VΣ} ,则 g j ∈spanR{ VΣ} .所以

spanR{ F} < spanR{ VΣ} , 于 是 spanR{ VΣ} =

spanR{ F} .

因为 LA ( F) 本身是一个线性空间 , 所以

spanR{ F} < LA ( F) ,则LA ( F) 也是包含 spanR{ F} 的

最小李子代数 ;否则 ,存在子代数 L < LA ( F) ,L ≠

LA ( F) ,使得 F < spanR{ F} < L.这与LA ( F) 的定义

矛盾 ,所以LA ( F) = LA ( spanR{ F} ) .同理 ,LA (VΣ) =

LA ( spanR{ VΣ} ) ,于是 LA ( F) = LA (VΣ) .

充分性 : 只需证明对于 Π x , y ∈M , 有 y ∈

O+ ( x ,VΣ) .

令σ= VΣ ∪{ - f } ,LA (σ) 表示包含σ的最小李

子代数.因为 F满足李代数秩条件 ,由必要性证明过

程知 ,LA (VΣ) x = LA ( F) x = T x M ,则LA (σ) x = T x M ,

所以LA (conv (σ) ) x = T x M.又因 conv (σ) 对称 ,由引

理 2有 O+ ( x ,conv (σ) ) = M ,于是由引理 3得

O+ ( x ,σ) = M. (7)

由σ的定义知LA ( -σ) x = LA (σ) x = T x M.根据引理

1 , O+ ( y , -σ) 有非空内部 ,即 ϖ z ∈O+ ( y , -σ) 和

开邻域 V z ,有 z ∈V z ,V z < O+ ( y , -σ) .由式 (7) 得

V z ∩O+ ( x ,σ) ≠Á ,所以 O+ ( y , -σ) ∩O+ ( x ,σ)

≠ Á ,即

y ∈O+ ( x ,σ) . (8)

　　下面证明 y ∈O+ ( x ,VΣ) .由已知

LA (VΣ) x = T x M , LA ( - VΣ) y = T y M. (9)

根据引理 1 , 可令 x0 ∈ int ( O+ ( x ,VΣ) ) , y0 ∈

int ( O+ ( y , - VΣ) ) . 注意到式 (8) 中 x 和 y 的任意

性 ,可知 ϖ t1 , ⋯, tk > 0 , X1 , ⋯, X k ∈σ,使得 y0 =

e
Xk

tk
⋯e

X1

t1
( x0 ) .考虑到 e

Xk

tk
⋯e

X1

t1
是 M上的一个微分

同胚 ,于是存在 x0的开邻域 V x0 和 y0的开邻域V y0 ,

有 V x0 < O+ ( x ,VΣ) , V y0 < O+ ( y , - VΣ) ,且

V y0 = e
Xk

tk
⋯e

X1

t1
(V x0

) =

{ e
Xk

tk
⋯e

X1

t1
( z) | z ∈V x0 } . (10)

　　要证明 y ∈O+ ( x ,VΣ) ,只需证明存在 �x ∈V x0 ,

�y ∈V y0 , s1 , ⋯, sl > 0 , G1 , ⋯, Gl ∈VΣ ,使得 �y =

e
Gl

sl
⋯e

G1

s1
( �x) ,其中 l ∈N.

在式 (10) 中 ,如果 X i ∈VΣ ( i = 1 ,2 , ⋯, k) ,则

命题得证 ;否则 ,存在 X i = - f ,1 ≤i ≤k.因此需要

利用 f 的弱正向泊松稳定性 ,将 - f 的作用替换成

VΣ中向量场的作用.分两种情况处理 :

1) X1 = - f 的情况. 由 f 的弱正向泊松稳定

性 ,对于 V x0 和 t1 , ϖ T1 > t1 及 x1 , x′∈V x0 ,使得

e
f

T1
( x′) = x1 .对于 x1 ,由式 (10) 知 , ϖ y′∈V y0 <

O+ ( y , - VΣ) ,使得 y′= e
Xk

tk
⋯e

X1

t1
( x1 ) .令 s1 = T1 -

t1 ,则有

y′= e
Xk

tk
⋯e

X1

t1
e

f

T1
( x′) =

e
Xk

tk
⋯e

X2

t2
e

- f

t1
e

f

T1
( x′) = e

Xk

tk
⋯e

X2

t2
e

f

s1
( x′) . (11)

　　2) X i = - f (1 < i ≤k) 的情况.设 X i1 = ⋯=

X i j
= - f ,1 < i1 < ⋯ < i j ≤k.对于 X i1 = - f ,令

z1 = e
Xi1
ti1

e
Xi1 - 1

ti1 - 1
⋯e

X1

t1
( x0 ) .此时假设 X1 ≠- f ,否则

可由式 (11) 将记号 e
X1

t1
( x0 ) 改为 ef

s1
( x′) ,这样并不

影响证明过程.

因为 e
Xi1
ti1

e
Xi1 - 1

ti1 - 1
⋯eX1t1 是M上的一个微分同胚 ,所

以

V z1 = e
Xi1
ti1

⋯e
X1

t1
(V x0

) =

{ e
Xi1
ti1

⋯e
X1

t1
( z) | z ∈V x0 } (12)

是 z1 的一个开邻域.由式 (10) 有

V y0 = e
Xk

tk
⋯e

Xi1 +1

ti1 +1
(V z1

) =

{ e
Xk

tk
⋯e

Xt1 +1

ti1 +1
( z) | z ∈V z1 } . (13)

对于V z1 和 ti1 , ϖ T i1 > ti1 及 z″, z′∈V z1 , e
f

Ti1

( z′) =

z″.对于 z′,由式 (12) 知

ϖ x″∈V x0 < O+ ( x ,VΣ) , z′= e
Xi1
ti1

⋯e
X1

t1
( x″) .

1311
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所以

z″= e
f

Ti1

( z′) = e
f

Ti1

e
Xi1
ti1

⋯e
X1

t1
( x″) =

e
f

si1

e
Xi1 - 1

ti1 - 1
⋯e

X1

t1
( x″) . (14)

对于 z″, 由 式 (13) 知 , ϖ y″ ∈ V y0 , y″ =

e
Xk

tk
⋯e

Xi1 +1

ti1 +1
( z″) .于是

y″= e
Xk

tk
⋯e

Xi1 +1

ti1 +1
e

f

si1

e
Xi1 - 1

ti1 - 1
⋯e

X1

t1
( x″) .

此时 X1 , ⋯, X i1 - 1 及 f 皆取自于 VΣ.

按同样方式依次对 X i2 , ⋯, X i j
进行处理 ,即可

得到 G1 , ⋯, Gl > 0 , �x ∈V x0 < O+ ( x ,VΣ) , �y ∈V y0

< O+ ( y , - VΣ) , s1 , ⋯, sl > 0 , 使得 �y =

e
Gl

sl
⋯e

G2

s2
e

G1

s1
( �x) . □

根据经典力学理论 ,保守系统的相流保持体积

不变.由庞加莱回归定理 ,如果有界区域 A < Rn 上

的连续双射 f 保持相体积不变 ,则对于 Π p ∈A 及

其任意邻域V p < A , ϖ q ∈V p ,使 q在 f 的重复作用

下回归到 V p中 ,即 ϖ k ∈N , f k ( q) ∈V p .令M同时

为紧致黎曼流形 ,可得如下定理 :

定理 2　M上的保守向量场是弱正向泊松稳定

的.

由定理 1和定理 2 ,立即得到如下关于保守系统

仿射非线性能控性的结果 :

定理 3　若M上的系统Ûx = f ( x) 是保守的 ,则

系统 (4) 能控 ,当且仅当 F满足李代数秩条件.

3 . 2　弱正向泊松稳定的等价条件

令M为紧致连通的解析黎曼流形 ,则M同时也

是一个完备有界的度量空间.记M上的度量为 d∶M

×M|→R+ ,其中 R+ = { r ∈R | r ≥0} .因为 d诱导

出的拓扑与M上已有的拓扑等价 ,所以可用 d表示

M上的开集 ,以及M上任意点的邻域.则 Π x ∈M ,

以及任意充分小正数 r , B ( x , r) = { y ∈M | d ( x , y)

< r} 表示以 x为中心 , r为半径的开球.

对于子集 A < M , A 的直径定义为

D ( A) = sup{ d ( x , y) | x , y ∈A} .

　　定理 4　给定M上的完备向量场 X ,对于在 X

作用下收敛的非游荡点列 ,其极限点非游荡.

证明 　令{ x n}为M中的序列 ,在完备向量场 X

作用下 , Πn ∈N ,有 x n非游荡.假设{ x n} 为M中的

收敛序列 ,极限点为 x0 .对于 x0的任意邻域V x0 , ϖ k

∈N ,使得 x k ∈V x0 ,即 V x0 也是 x k的邻域.因为 x k

非游荡 , 对于 V x0 及任意 t > 0 , ϖ T > t , 使得

eX
T (V x0

) ∩V x0 ≠ Á ,即 x0 非游荡. □

定理 5　给定M上的完备向量场 X ,则 X弱正

向泊松稳定 ,当且仅当非游荡点集Ω( X) 在 M 中稠

密.

下面利用M的紧致性 ,讨论弱正向泊松稳定性

与泊松稳定性之间的关系.

定理 6　给定M上的完备向量场 X ,则 X弱正

向泊松稳定的充要条件是 X 泊松稳定.

该定理的证明要用到下面两个引理 :

引理 5　如果{ Ek } ∞k = 1 是M中的一列非空紧子

集 ,且满足 :

1) Ek+1 < Ek , Πk ∈N ;

2) lim
k→∞

D ( Ek ) = 0 .

则存在唯一的 e ∈M ,使得 e ∈∩
∞

k = 1
Ek .

引理 6　设M为 Hausdorff拓扑空间 ,M在 x点

局部紧致 ,当且仅当对于 x任意开邻域V x ,存在 x的

开邻域 W x , W x 紧致且W x < V x .

定理 6证明 　充分性显然成立.下面证其必要

性.由于 Π x ∈M及其邻域 U x ,根据定义 4 ,只需证

明 U x 包含泊松稳定点.

由于M为紧致黎曼流形 ,自然为 Hausdorff 空

间 ,于是M上的任意闭子集紧致.因为M局部紧致 ,

由引理 6知 ϖ r > 0 ,使得B ( x , r) < U x .同理 , ϖ x1

∈B ( x , r) ,0 < r1 < r/ 4 , B ( x1 , r1 ) < B ( x , r/ 2) .

令 U1 = B ( x1 , r1 ) ,则U1紧致 ,U1 < U x , D (U1 )

≤ r/ 2 .令 tn = n , Πn ∈N ,得到严格递增时间序列

{ tn} ∞n = 1 .因为 x1 非游荡 ,对于 U1 及 t1 , ϖ T1 > t1 ,

eX
T1

(U1 ) ∩U1 ≠ Á .

取 x2 ∈eX
T1

(U1 ) ∩U1 ,注意到 eX
t ∶M|→M是M

上的微分同胚 ,则 eX
T1

(U1 ) 为开集.由引理 6知

ϖ0 < r2 < r1 / 2 , B ( x2 , r2 ) < eX
T1

(U1 ) ∩U1 .

记 U2 = B ( x2 , r2 ) ,则U2 紧致 , D (U2 ) ≤ r1 < r/ 4 .

同理 ,因为 x2 非游荡 ,对于 U2 及 t2 , ϖ T2 > t2 ,

eX
- T2

(U2 ) ∩U2 ≠Á .取 x3 ∈eX
- T2

(U2 ) ∩U2 ,0 < r3

< r2 / 2 ,使得 U3 = B ( x3 , r3 ) < eX
- T2

(U2 ) ∩U2 ,U3

紧致 , D (U3 ) ≤ r2 < r1 / 2 < r/ 8 .

重复上述过程 ,可得紧集序列{ U n} ∞n = 1 ,满足

U x = U1 = U1 = U2 = U2 ⋯,

D (U n) ≤ r/ 2n ;
(15)

U2 n < eX
T2n- 1

(U2 n- 1 ) ∩U2 n- 1 ,

U2 n+1 < eX
- T2n

(U2 n) ∩U2 n .
(16)

　　由式 (15) 及引理 5 知 ,存在唯一的 p ∈M , p

= ∩
∞

n = 1
U n .下面讨论 p的泊松稳定性.

由于 Πλ> 0 , t > 0 , ϖ n ∈N ,λ> r/ 22 n ,且 T2 n

> t2 n = 2 n > t.由式 (16) 知 p ∈U2 n+1 < U2 n < U2 n .

对于 Πy ∈U2 n , d ( p , y) ≤D (U2 n) ≤ r/ 22 n <λ,即

y ∈B ( p ,λ) ,所以 U2 n < B ( p ,λ) .于是
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eX
T2n

( p) ∈eX
T2n

(U2 n+1 ) < eX
T2n

( eX
- T2n

(U2 n) ∩U2 n) ,

eX
T2n

( eX
- T2n

(U2 n) ∩U2 n) < eX
T2 n

( eX
- T2n

(U2 n) ) = U2 n .

即对于 p的任意邻域 B ( p ,λ) 及任意 t > 0 , ϖ T2 n >

t ,使得 eX
T2n

( p) ∈B ( p ,λ) ,则 p正向泊松稳定.同理

可证 p负向泊松稳定.注意到 p ∈U x ,则定理 6 得

证. □

3 . 3　仿射非线性系统能控的一个充分条件

根据经典力学中的刘维尔定理 ,对于连续动力

学系统 Ûx = f ( x) ,如果 div f ≡0 ,则相空间体积沿

相流保持不变[16 ] .其中 div f = ∑
n

i = 1

5 f i

5 x i
.

以此为基础 ,利用定理 3可建立系统 (4) 的一个

简单的能控性判据.

定理 7　对于定义在紧致黎曼流形M上的系统

(4) ,如果 div f ≡0且 F满足李代数秩条件 ,则系统

能控.

注 1　在定理 2 ,定理 3和定理 7中 ,对于M是

紧致黎曼流形的假设是为保证数学表述上的统一 ,

其实质是要求M上度量的存在性和M的有界性.

4　应用实例
　　考虑欠驱动航天器的姿态控制系统.为简便起

见 ,假设航天器本体系为主惯量坐标系 ,惯量阵 I =

diag[ I x , I y , I z ] ,航天器相对惯性系的角速度在本体

系中表示为ω = [ωx ,ωy ,ωz ]T ,执行机构提供的控

制力矩 T = [ T x , T y , T z ]T .忽略其他干扰力矩 ,则该

航天器姿态动力学方程为 IÛω +ω×Iω = T.

假设部分执行机构失效 ,不失一般性 ,假设沿 z

轴方向不能提供力矩 ,即 T z = 0 .同时记

rx = ( I y - I z ) / I x , ry = ( I z - I x ) / I y ,

rz = ( I x - I y ) / I z , ux = T x / I x , uy = T y / I y .

则有

Ûωx = rxωyωz + ux ,

Ûωy = ryωzωx + uy ,

Ûωz = rzωxωy .

(17)

　　令 q = [ q0 , q1 , q2 , q3 ]T表示航天器本体系绕轨

道坐标系旋转的四元数矢量 ,并令ωbo = [ωbox ,ωboy ,

ωboz ]T 为航天器本体相对于轨道坐标系的角速度矢

量 ,则航天器的姿态运动学方程可表示为

[Ûq0 　Ûq1 　Ûq2 　Ûq3 ]T =

1
2

q0 - q1 - q2 - q3

q1 q0 - q3 q2

q2 q3 q0 - q1

q3 - q2 q1 q0

0

ωbox

ωboy

ωboz

. (18)

令ωoi = [0 ,ω0 , 0 ]T为航天器轨道角速度矢量 ,则有

ω =ωbo + Rboωoi ,其中 Rbo表示本体系相对于轨道坐

标系的姿态矩阵 ,且

Rbo =

1 - 2 ( q2
2 + q2

3 ) 2 ( q1 q2 + q0 q3 ) 2 ( q1 q3 - q0 q2 )

2 ( q1 q2 - q0 q3 ) 1 - 2 ( q2
1 + q2

3 ) 2 ( q2 q3 + q0 q1 )

2 ( q1 q3 + q0 q2 ) 2 ( q2 q3 - q0 q1 ) 1 - 2 ( q2
1 + q2

2 )

.

　　记 x = [ωx ,ωy ,ωz , q0 , q1 , q2 , q3 ]T ,联合式 (17)

和 (18) 有如下姿态控制系统的描述 :

Ûx = f ( x) + gx u x + gy u y , x ∈M. (19)

其中

f ( x) =
1
2

2 rxωyωz

2 ryωxωz

2 rzωxωy

- ωbox q1 - ωboy q2 - ωboz q3

ωbox q0 - ωboy q3 +ωboz q2

ωbox q3 +ωboy q0 - ωboz q1

- ωbox q2 +ωboy q1 +ωboz q0

,

gx = [1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ]T ,

gy = [0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ]T ,

M = E ×S3 .

E和 S3 分别表示航天器角速度和姿态四元数约束 ,

一般有如下描述 :

E = {ω∈R3 | 0 ≤ 1
2
ωT Iω ≤C2 } ,

S3 = { q ∈R4 | qT q = 1} .

E和 S3皆为 3维微分流形 ,因此M为 6维微分流形 ,

显然M有界.容易验证 div f = 0 ,由定理 7及注 1 ,如

果 F = { f , g1 , g2 } 满足李代数秩条件 ,则系统能控.

为此考虑如下李括号 :

[ f , gx ] =
1
2

[0 , - 2 ryωz , - 2 rzωy ,

　　　　　q1 , - q0 , - q3 , q2 ]T ,

[ f , gy ] =
1
2

[ - 2 rxωz ,0 , - 2 rzωx ,

　　　　　q2 , q3 , - q0 , - q1 ]T ,

[ [ f , gx ] , gy ] = [0 ,0 , rz ,0 ,0 ,0 ,0 ]T ,

[ f , [ [ f , gx ] , gy ] ] =

1
2

rz [ - 2 rxωy , - 2 ryωx ,0 , q3 , - q2 , q1 , - q0 ]T .

　　记

h1 = [ f , gx ] , h2 = [ f , gy ] ,

h3 = [ [ f , gx ] , gy ] , h4 = [ f , [ [ f , gx ] , gy ] ].

当 rz ≠0时 ,矩阵 F = [ gx , gy , h1 , h2 , h3 , h4 ]经初等

变换可化为
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1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 - q1 q2 - q0 q3 0

0 0 0 0 0 q0 q2 - q1 q3

0 0 0 0 - q1 q2 - q0 q2

.

即 rank ( F) = 6 ,则 F满足李代数秩条件.这说明当

航天器主惯量满足 I x ≠I y时 ,欠驱动姿态控制系统

(19) 仍然能控.

5　结 　　论
　　对于一般的仿射非线性系统 ,文献 [ 17 ]举例说

明李代数秩条件不足以刻画系统的能控特性.本文

通过严格论证表明 ,对于解析系统 ,在漂移向量场满

足弱泊松稳定性时 ,李代数秩条件等价于系统的能

控性.当系统定义在紧致黎曼流形上时 ,各种关于完

备向量场的回归特性是彼此等价的 ,这为系统能控

性的验证提供了便利.特别地 ,对于一般的仿射非线

性系统 ,可用向量场的散度来刻画系统的保守特性 ,

从而建立一个便于计算 ,充分但不必要的能控性判

据.利用该判据对欠驱动航天器的姿态控制系统能

控性进行分析 ,结果表明在主惯量坐标系下 ,当沿 z

轴的控制力矩失效时 ,如果航天器沿其他两轴的主

惯量不相等 ,则姿态系统仍然能控.

本文的讨论仅限于自治系统 ,对于非自治的情

况还有待进一步研究.
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