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带传输滞后的离散系统的观测器及输出动态反馈
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(南京师范大学 数学与计算机科学学院 , 南京 210097)

摘　要 : 针对带输出传输滞后的线性离散系统 ,讨论了其状态观测器设计问题.利用滞后输出信息 ,给出了状态观测

器的设计方法 ,并得到状态观测器存在的充要条件 ,进而设计出基于观测器的输出动态反馈控制器 ,证明了闭环系统

满足极点分离原理.数值仿真验证了所提出方法的有效性.
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Abstract : The problem of observers for linear discrete systems with output t ransmission delay is discussed. Under

some conditions , the design method of observers is obtained. Based on the observer , a dynamic output feedback

controller is designed and the pole separation principle for the closed2loop system is proved. Numerical simulation

shows the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　观测器及输出动态反馈控制是线性控制系统

理论的一个基本内容 ,以线性离散系统为例 ,考虑

x ( k + 1) = A x ( k) + Bu ( k) ,

y ( k) = Cx ( k) .
(1)

其中 : x ∈ Rn , u ∈ R p , A ∈ Rn×n , B ∈ Rn×p , C ∈

Rq×n .如果 ( A , C) 是能检测的 , 则总存在全阶观测

器

x̂ ( k + 1) = ( A - GC) x̂ ( k) + B u ( k) + Gy ( k) ,

(2)

其中σ( A - GC) < D ,σ(·) 表示特征根集 , D表示开

的单位圆面.如果 ( A , B) 也是能稳的 , 则存在输出

动态反馈控制 u( k) = Kx̂ ( k) , 使得闭环系统是渐

近稳定的且满足极点分离原理 , 其中σ( A + B K) <
D[1 ] .但是在许多实际系统中 ,如网络控制系统[2 ] ,

系统输出往往不能及时地传输到控制器中 ,或者在

k时刻 , 无法获得系统当时的输出信息 y ( k) , 而只

能获得 k时刻之前滞后了 m 步的输出 y ( k - m) .由

此 ,问题成为如何利用滞后的输出信息来构造当前

状态的观测器和输出动态反馈控制、问题得以解决

的充要条件以及能否得到极点分离原理.

　　文献[3 ]针对单输入的能控离散系统 ,讨论了

传输滞后情形下静态的状态反馈控制问题 ,给出了

一个系统通过滞后的状态反馈可镇定的充要条件 ,

但是此条件难以验证. 对于滞后步数为 1 的情形 ,

得到了简洁的充要条件为 | t race ( A) | < n + 1 .当滞

后步数为 2时 ,充要条件的表达式及其推导已经较

为复杂.这也表明单纯地利用滞后状态进行静态反

馈 ,会给系统带来复杂的限制条件.于是产生了通过

改变控制器的结构 (如设计输出动态反馈控制器)

来克服由于信息传输滞后对系统造成限制条件的想

法.实际上 ,这一想法来源于混沌控制中的动态滞后

反馈[427 ] ,但在混沌控制系统的滞后反馈控制研究

中 ,主要利用动态反馈控制来克服形如 u( k) =

K[ x ( k) - x ( k - 1) ]的滞后反馈控制器[8 ]及其推广

形式的限制条件 ,由于其中仍然要用到当前状态 ,

不涉及传输滞后的问题.
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　　本文针对带输出传输滞后的线性离散系统 , 利

用滞后输出信息设计了状态观测器 ,得到状态观测

器存在的充要条件 ,并设计出基于观测器的输出动

态反馈控制器.最后证明了闭环系统满足极点分离

原理.

　　考虑线性离散控制系统 (1) , 假设输出传输滞

后的步数为 m , 则控制器得到的实际输出为 y d ( k)

= y ( k - m) .设带传输滞后的系统模型为

x ( k + 1) = A x ( k) + Bu ( k) ,

y d ( k) = Cx ( k - m) .
(3)

　　本文考虑的问题是利用滞后输出 y d ( k) 和 m步

的控制信号序列 u( k) , u( k - 1) , ⋯, u ( k - m) 设计

观测器

z ( k + 1) = <( z ( k) , y d ( k) , u( k) ,

　　　　　u( k - 1) , ⋯, u( k - m) ) ,

w ( k) = Ψ( z ( k) , u( k - 1) , ⋯, u( k - m) ) ,

实现lim
k→∞

| w ( k) - x ( k) | = 0 , 并在此基础上设计动

态反馈控制律.

2　传输滞后下状态观测器及输出动态反馈
　　令

x̂1 ( k) = x ( k - m) ,

x̂2 ( k) = x ( k - m + 1) ,

x̂ m+1 ( k) = x ( k) ,

x̂ = [ x̂ T
1 , x̂ T

2 , ⋯, x̂ T
m+1 ]T ,

则系统 (3) 可重新写为

x̂ ( k + 1) = Â x̂ ( k) + B̂ u ( k) ,

y d ( k) = Ĉx̂ ( k) .
(4)

其中

Â =

0 In

ω
In

A ( m+1) n

,

B̂ =

0

…

0

B

,

Ĉ = [ C　0　⋯　0 ].

　　引理 1　( Â , B̂ ) 能稳的充要条件是 ( A , B) 能

稳 , ( Â , Ĉ) 能检测的充要条件是 ( A , C) 能检测.

　　证明

rank[ sI ( m+1) n - Â 　B̂ ] =

rank

sI n - In 0

ω ω …

sI n - In 0

sI n - A B

=

mn + rank[ sm ( sI n - A) 　B ] =

mn + rank[ sI n - A 　B ] , Π | s | ≥1 .

类似地

rank[ sI ( m+1) n - Â T 　ĈT ]T =

mn + rank[ sI n - A T 　CT ]T , Π | s | ≥1 .

　　由 PB H判据 ,引理 1得证. □

　　引理 2　取

K̂ = [0　⋯　0　K] ∈R p×( m+1) n ,

Ĝ = [ GT 　( A G) T 　⋯　( A m G) T ]T .

其中 : K ∈R p×n , G ∈Rn×q .则有如下结论成立 :

　　1) Â + B̂ K̂与 A + B K有相同的非零特征值 ;

　　2) Â - ĜĈ与 A - GC有相同的非零特征值.

　　证明 　结论 1) 显然成立 ,下面证明结论 2) 成

立.易计算得

Â - ĜĈ = -

- GC I

- A GC I

… ω
- A m- 1 GC I

- A m GC A

.

令

T =

I

A I

A 2 A ω
… ω ω I

A m ⋯ A 2 A I

,

则

T - 1 =

I

- A I

ω ω
I

.

从而 , 经简单的计算 ,得

T - 1 ( Â - ĜĈ) T =

A - GC I

I

ω
I

0 0 0 ⋯ 0

.

(5)

由此引理 2得证. □

　　定理 1　如果 ( A , C) 能检测 , 则带输出传输滞

后的系统 (3) 存在基于滞后输出的 n阶状态观测

器.

　　证明 　由引理 1和引理 2可知 ,对系统 (4) 设

计 ( m + 1) n阶的状态观测器

ẑ ( k + 1) = ( Â - Ĝ Ĉ) ẑ ( k) +

Ĝy d ( k) + B̂ u ( k) , (6)
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其中σ( Â - ĜĈ) < D.实现lim
k→∞

| ẑ ( k) - x̂ ( k) | = 0 ,

从而lim
k→∞

| ẑ m+1 ( k) - x ( k) | = 0 .令 �z = T - 1 ẑ , 则观

测器 (6) 可以写为

　

�z1 ( k + 1)

…

�z m+1 ( k + 1)

=

　

A - GC I

I

ω
I

0 0 0 ⋯ 0

�z1 ( k)

…

�z m+1 ( k)

+

　[ GT 0 ⋯0 ]T y d ( k) + [0 ⋯0 B T ]T u( k) . (7)

由式 (7) 可见

�z m+1 ( k) = B u ( k - 1) ,

�z m ( k) = �z m+1 ( k - 1) = B u ( k - 2) , ⋯,

�z2 ( k) = B u ( k - m) .

所以有

�z1 ( k + 1) = ( A - GC) �z1 ( k) +

Gy d ( k) + B u ( k - m) . (8)

另外 , 原系统的重构状态为

w ( k) = ẑ m+1 ( k) = [0 ⋯0 I ] T�z =

A m�z 1 ( k) + ∑
m

i = 1
A i - 1 B u ( k - i) . (9)

方程 (8) 和 (9) 即为系统在输出传输滞后情形下的

n阶状态观测器. □

　　下面考虑基于观测器的输出动态反馈控制 , 并

证明极点分离原理.

　　定理 2　设 ( A , B) 能稳且 ( A , C) 能检测 , 即存

在 K和 G ,使得σ( A + B K) < D ,σ( A - GC) < D ,

那么基于式 (8) 和 (9) 的输出反馈控制器 u( k) =

Kw ( k) ,使得闭环系统渐近稳定且满足极点分离原

理.

　　证明 　在输出反馈控制器的作用下 , 闭环为

x ( k + 1) =

A x ( k) + B K[ A m�z 1 ( k) + ∑
m

i = 1
A i - 1 B u ( k - i) ] ,

�z1 ( k + 1) =

( A - GC) �z1 ( k) + Gy d ( k) + B u ( k - m) ,

u( k) = K[ A m�z 1 ( k) + ∑
m

i = 1

A i - 1 B u ( k - i) ] .

容易计算闭环系统的特征多项式为

det

sm+1 I - sm A - B KA m - B K∑
m

i =1

A i- 1 Bs m- i

- GC s I - ( A - GC) - B

0 - KA m s m I - K∑
m

i = 1

A i- 1 Bs m- i

=

det

sm+1 I - sm A 0 - Bs m

- GC s I - ( A - GC) - B

0 - KA m s m I - K∑
m

i = 1

A i- 1 Bs m- i

=

snm det

sI - A 0 - B

- GC s I - ( A - GC) - B

Δ - KA m s m I

=

snm det

sI - ( A + B K) 0 - B

- GC - B K s I - ( A - GC) - B

KA m - KA m s m I

=

snm det

sI - ( A + B K) 0 - B

sI - ( A + B K) sI - ( A - GC) - B

0 - KA m s m I

=

snm det

sI - ( A + B K) 0 - B

0 sI - ( A - GC) 0

0 - KA m s m I

=

s2 mn det [ sI - ( A + B K) ]det [ sI - ( A - GC) ]. (10)

其中

Δ = - K[∑
m

i = 1
A i - 1 sm- i ] ( sI - A) =

- ∑
m

i = 1

KA i- 1 sm- i+1 + ∑
m

i = 1

KA is m- i = - Ks m + KA m .

由此定理 2 得证. □

3　数值仿真
　　考虑输出传输滞后步数为 2 的多输入系统

x ( k + 1) = A x ( k) + B u ( k) ,

y d ( k) = Cx ( k - 2) , x ∈R4 , u ∈R2 .

其中

A =

0 0 4 1

10 13 2 8

- 3 - 3 0 - 2

- 10 - 14 - 5 - 9

,

B =
- 2 4 - 1 - 3

0 - 3 1 3

T

,

C = [1　2　1　 - 1 ].

容易验证 ( A , B) 是能稳的且 ( A , C) 是能检测的.设

期望极点为 ±0 . 5 , ±0 . 3 ,利用 Matlab可得

K =

- 0 . 539 4 - 1 . 307 5 0 . 791 6 - 0 . 545 2

2 . 350 4 2 . 321 5 1 . 402 3 1 . 623 1
,

G =

[ - 1 . 016 0　1 . 969 4　 - 0 . 457 5　 - 1 . 534 6 ]T

使得 A + B K和 A - GC的特征根为期望极点.令
　K1 = KA 2 =

　
- 34 . 494 2 - 39. 009 0 - 25. 089 5 - 30 . 735 8

- 20 . 391 3 - 24. 682 8 0. 058 9 - 14 . 674 0
,
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　K2 = KB =
- 3 . 306 9 3 . 078 3

- 1 . 686 1 - 0 . 693 1
,

　K3 = KA B =
- 1 . 887 9 10 . 143 6

- 9 . 015 7 6 . 710 3
.

则由定理 2的证明过程得到递推滞后反馈控制器为

　z ( k + 1) = ( A - GC) z ( k) + Gy d ( k) + Bu ( k - 2) ,

　u( k) = K1 z ( k) + K2 u( k - 1) + K3 u( k - 2) .

　　设定初始值

　　x ( - 2) = [5 2 - 6 0 ]T ,

　　x ( - 1) = [ - 5 3 5 4 ]T ,

　　x (0) = [5 2 0 5 ]T , z (0) = [1 2 - 1 - 2 ]T ,

　　u( - 1) = [3 4 ]T , u( - 2) = [ - 3 6 ]T .

对控制系统作数值仿真 , 由图 1可见闭环系统是渐

近稳定的 , 其中 4条曲线分别表示 x的 4个状态分

量.

图 1　状态 x的 4个分量的受控行为

4　结 　　论
　　本文解决了带输出传输滞后的线性离散系统的

n阶状态观测器设计问题 ,设计了基于观测器的输

出动态反馈控制器 ,证明了闭环系统满足极点分离

原理.数值仿真例子验证了该方法的有效性.
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