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一种求解混合整数规划的混合进化算法
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摘　要 : 提出一种基于正交试验设计的混合进化算法 ,用于求解混合整数规划问题.进化算法中采用一种混合启发

式的变异算子 ,将正交试验设计作为杂交算子.为了增加种群的多样性 ,引入一种迁移算子.仿真实验结果表明 ,与已

有的一些算法相比 ,所提出的求解混合整数规划的混合进化算法能快速收敛到问题的最优解 ,并且算法的计算量小 ,

解的精度高 .
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Abstract : A hybrid evolutionary algorithm based on orthogonal experimental design is developed to deal with the

mixed2integer programming problems. This hybrid evolutionary algorithm contains the heuristic mutation operator ,

the crossover operator as which the orthogonal experimental design serves , and the migration operator to keep the

population’s diversity. Numerical result s show that , compared with other available algorithms , the proposed

algorithm can converge at optimal solutions of all test problems with higher speed , and it has a smaller number of

function evaluations and yields more accurate optimal function values.
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1　引　　言
　　混合整数规划是指一类同时包含整数变量和连

续变量的优化问题 ,其一般数学表达如下 :

min f ( x , y) ,

s. t . gi ( x , y) ≤0 , i ∈ I = { 1 ,2 , ⋯, K} ,

　　L 1 ≤ x ≤U1 , L 2 ≤ y ≤U2 ,

　　x ∈Rn , y ∈ Zm . (1)

其中 : x是 n维连续变量 , y是 m维整数变量.变量的

上界和下界为

L 1 = ( l1
1 , l1

2 , ⋯, l1
n) , U1 = ( u1

1 , u1
2 , ⋯, u1

n) ;

L 2 = ( l2
1 , l2

2 , ⋯, l2
m ) , U2 = ( u2

1 , u2
2 , ⋯, u2

m ) .

　　定义1　如果 x ∈Rn , y ∈Zm ,且满足约束条件

gi ( x , y) ≤0 , i ∈ I , L 1 ≤x ≤U1 , L 2 ≤y ≤U2 ,则

称 ( x , y) 是可行的.

整数规划[1 ,2 ] 和混合整数规划[3 ,4 ] 是 N P2完全
问题 ,其求解算法具有指数复杂性.基于梯度的优化

方法仅能处理特殊形式的问题 ,如需要问题具有连

续性、可微性和凸性等要求 ,或问题需要有特殊的数

学结构.大量使用的随机算法 (包括进化算法) 是一

种自适应随机搜索算法 ,已成功地应用于求解混合

整数规划问题[3 ,4 ] .

2　混合进化算法
2 . 1　初始种群

本文采用实数和整数的混合编码 ,将向量

( x , y) = ( x1 , x2 , ⋯, x n , y1 , y2 , ⋯, ym ) (2)

作为一个染色体 ,表示问题 (1) 的一个解. 其中 : x i

∈R , y j ∈Z , i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, m.由如下

算法随机产生 M个染色体 ( M称为种群规模) ,构成
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一个初始种群.

算法 1

Step1 : 设α= diag (α1 ,α2 , ⋯,αn) ,β= diag (β1 ,

β2 , ⋯,βm ) ,对角线元素α1 ,α2 , ⋯,αn ,β1 ,β2 , ⋯,βm 都

是区间 (0 ,1) 中的随机数.

Step2 : 令

x = L 1 + (U1 - L 1 )α,

y = IN T[ L 2 + (U2 - L 2 )β] ,
(3)

其中 IN T[ a]表示四舍五入到最接近实数向量 a的

整数向量 (下同) .

Step3 : 检查产生的染色体 ( x , y) 的可行性.如

果它是不可行的 ,则抛弃这个染色体 ;否则 ,保存它.

Step4 : 重复以上操作 ,直到产生 M个初始可行

的染色体.

2 . 2　适应度函数

所讨论的问题 (1) 是最小化问题 ,因此设定 :适

应度越小其结果越好.设适应度函数

F( x , y) = f ( x , y) +Θ∑
K

i = 1

max{ 0 , gi ( x , y) } ,

(4)

其中Θ是罚因子 ,它是合适的正数.

2 . 3　变异算子

设到目前为止种群中的最好染色体为 ( x , y) b

= ( x b , yb) .在当前种群中 ,以变异概率 pm随机选择

一个染色体 ,记为 ( x , y) l = ( x l , y l ) .如果满足

‖( x , y) b - ( x , y) l ‖≥ε1 ,ε1 = 10 - 4 , (5)

则按以下方式产生一个变异染色体 :

( x , y) m = ( x m , ym ) . (6)

其中

x m = x b + ( xb - x l )λ,

ym = IN T[ yb + ( yb - y l )χ] ,
(7)

λ和χ分别是 n维和 m维对角矩阵 ,对角线上的元素

都是 (0 ,1) 区间的随机数.

若不满足式 (5) ,则在当前种群中随机选择两个

染色体 ( x , y) p 和 ( x , y) q ,按式 (6) 的方式产生一个

变异染色体 ,其中

x m = x l + ( xb - x l )λ+ ( x p - x q)μ,

ym = IN T[ y l + ( yb - y l )χ+ ( y p - yq)κ] ,

(8)

λ和μ是 n维对角矩阵 ,χ和κ是 m维对角矩阵 ,对角

线上的元素都是[0 ,1 ]区间的随机数.

2 . 4　杂交算子

正交试验设计是一种统计试验设计方法 ,它是

从全面试验中选出部分有代表性的点进行试验 ,这

些代表点具有均匀和整体的特点.正交试验设计是

部分因子设计的主要方法 ,具有很高的效率[5210 ] .

本文采用两水平正交表 ,设有 N - 1个因素 ,且

每个因素有 2个水平 ,记为 L N (2 N - 1 ) .其中 : N 代表

试验次数 , N - 1是因素个数. 如果 n + m = N - 1 ,

则直接利用标准正交表 L N (2 N - 1 ) ;如果 n + m < N

- 1 ,则利用正交表 L N (2n+ m ) .本文使用的正交表取

自文献 [5 ] ,文献 [6 ] 提供了产生各种正交表的算

法.

以杂交概率 pc 从变异后代中随机选择两个染

色体 c1 = ( x1 , y1 ) 和 c2 = ( x2 , y2 ) ,每个染色体有 n

+ m个分量.按以下方式作凸组合 ,产生染色体 c′1

和 c′2 :

c′1 = ( x1Υ1 + x2 ( I1 - Υ1 ) ,

IN T[ y1 T2 + y2 ( I2 - T2 ) ]) ; (9)

c′2 = ( x1 ( I1 - Υ1 ) + x2Υ1 ,

IN T[ y1 ( I2 - T2 ) + y2 T2 ]) . (10)

其中 : I1 和 I2 分别是 n维和 m 维单位矩阵 ,Υ1 和

T2 分别是 n维和 m 维对角矩阵 ,对角线上的元素

都是[0 ,1 ]区间的随机数.

把染色体 c′1和 c′2排成一个 2 行 n + m列的表 ,

c′1所在的第 1行看作水平 1 , c′2所在的第 2行看作水

平 2 .每一列代表一个因素 ,每个因素有 2 个水平.

参照正交表 L N (2n + m ) ,如果正交表中的元素 L ij (第

i行第 j 列)为 1 ,则选择第 j个因素对应的水平 1的

值 ,该位置上的 1用水平 1对应的值来替换 ;如果正

交表中的元素 L ij为 2 ,则选择第 j 个因素对应的水

平 2 的值 ,替换该位置上的 2 .从而得到 N 个组合

(替换后的正交表的每一行是一个组合) ,每个组合

就是一个子代染色体.

完成上述操作后 ,还需对其进行因素分析[7 ,8 ] .

因素分析用来评估每个因素的不同水平对适应度值

的影响 ,通过因素分析可找到更优的染色体.本文采

用文献[ 7 ]中的因素分析法 ,设 Fi表示第 i次试验中

因素组合的适应度值 , i = 1 ,2 , ⋯, N .把因素 j的第

k个水平的影响效果记为 E jk ,则有

Ejk = ∑
N

i = 1
Fi d i , k = 1 ,2 ,

j = 1 ,2 , ⋯, n + m. (11)

在第 i次试验中 ,如果因素 j的水平是 k ,则 di = 1 ;

否则 , di = 0 .问题 (1) 是最小化问题 , 如果 Ej1 <

Ej2 ,说明因素 j的水平 1好于水平 2 ,则因素 j 选择

水平 1 ;否则 ,选择水平 2 .如果 Ej1 = Ej2 ,则说明水

平 1和水平 2相当.在所有因素都选择了较好的水

平之后 ,便可得到一个新的优于父代的染色体.

2 . 5　迁移算子

为了提高种群的多样性 , 防止出现早熟收敛 ,

本文采用一种类似于文献 [4 ] 中的迁移算子. 设到
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目前为止种群中的最好染色体为 ( x , y) b ,设 pmi 是

迁移概率 ,在区间 (0 ,1) 上产生一个随机数 r ,如果 r

< pmi ,则随机选择染色体 ( x , y) b 的两个基因 x b
i 和

y b
j ,按下面的方式产生两个新基因 ,分别记为 �x b

i 和

�y b
j :

�x b
i =

x b
i +ρ1 ( l1

i - xb
i ) ,γ1 <

yb
i - l1

i

u1
i - l1

i
;

x b
i +ρ1 ( u1

i - yb
i ) , 否则.

(12)

其中 :ρ1和γ1都是区间[0 ,1 ]上的随机数 , i ∈{ 1 ,2 ,

⋯, n} , j ∈{ 1 ,2 , ⋯, m} .

�y b
j =

yb
j + IN T[ρ2 ( l2

j - yb
j ) ] ,γ2 <

yb
j - l2

j

u2
j - l2

j
;

yb
j + IN T[ρ2 ( u2

j - yb
j ) ] , 否则.

(13)

其中ρ2 和γ2 都是区间[0 ,1 ]上的随机数.

用这两个新基因 �x b
i 和 �y b

j 分别代替原来的两个

基因 x b
i 和 y b

j ,其余基因不变.这样便产生一个不同

于 ( x , y) b的新染色体.

2 . 6　选择算子

将父代及其所有产生的后代染色体的适应度值

从小到大排序 ,选取前 M 个染色体作为下一代种

群 ,并保留每一代的最好染色体.

2 . 7　终止规则

如果算法执行了最大进化代数 NU G ,则停止 ,

输出保留的最好染色体 ,作为近似全局最优解.

3　混合进化算法的步骤
　　Step1 : 参数设置.种群规模 M ,变异概率 pm ,杂

交概率 pc ,迁移概率 pmi ,罚因子Θ,最大进化代数

NU G.

Step2 : 初始化.用算法 1产生初始种群.

Step3 : 变异.

1) 求出当前种群中的最好染色体 ( x , y) b .

2) 在当前种群中 ,以变异概率 pm 随机选择一

个染色体 ( x , y) l .

3) 如果满足式 (5) ,则按式 (6) 和 (7) 产生一个

变异染色体 ,否则 ,按式 (6) 和 (8) 产生一个变异染

色体 ,并计算它的适应度值.

4) 重复 Step3之 2) 和 3) M次 ,产生 M m个变异

后代 ,构成临时种群.

Step4 : 杂交.

1) 选择适当的正交表 L N (2 N - 1 ) .

2) 在临时种群中 ,以概率 pc随机选择两个变异

染色体 ,作凸组合并进行正交试验 ,产生 N 个杂交

后代 ,并计算它们的适应度值.

3) 计算各因素的影响效果 ,确定最优水平.

4) 根据选定的各因素的最优水平 ,生成一个新

的更好的染色体 ,并计算它的适应度值.

5) 重复 Step4之 2) ～4) M m次 ,直到生成 Mc个

染色体 ,构成中间种群.

Step5 : 迁移 :

1) 求出到目前为止最好的染色体.

2) 产生一个随机数 r ∈(0 ,1) ,如果 r < pmi ,则

转 Step5之 3) ;否则 ,转 Step5之 4) .

3) 随机选取最好染色体的两个基因 ,按式 (12)

和 (13) 产生一个新染色体 ,并计算它的适应度值.

4) 重复 Step5之 2) 和 3) Mc 次 ,直到生成 M mi

个染色体.

Step6 : 选择.按选择策略选出较好的 M个染色

体 ,构成下一代种群 ,并保留最好染色体.

Step7 : 判断.停机条件是否满足 ,满足便输出

结果 ,否则转 Step3 .

4　数值仿真及结果比较
　　为了评估本文提出的算法 (简称 H EA) 的性

能 ,作者测试了一些混合整数规划问题.以下算例均

取自文献[3 ,4 ].

算例 1

min f ( x , y) = 2 x + y ,

s. t . 1 . 25 - x2 - y ≤0 , x + y - 1 . 6 ≤0 ,

　　0 ≤ x ≤1 . 6 , y ∈{ 0 ,1} .

全局最优解是 ( x , y) = (0 . 5 ,1) ,最优值是 2 .

算例 2

min f ( x , y) = 2 x1 + x2 - y ,

s. t . x1 - 2exp ( - x2 ) = 0 ,

　　 - x1 + x2 + y ≤0 ,

　　0 . 5 ≤ x1 ≤1 . 4 , y ∈{ 0 ,1} .

全局最优解是 ( x1 , x2 , y) = (1 . 375 ,0 . 375 ,1) ,最优

值是 2 . 124 .

算例 3

min f ( x , y) =

　　 - 0 . 7 y + 5 ( x1 - 0 . 5) 2 + 0 . 8 ,

s. t . - exp ( x1 - 0 . 2) - x2 ≤0 ,

　　x1 - 1 . 2 y - 0 . 2 ≤0 , x2 + 1 . 1 y + 1 ≤0 ,

　　 - 2 . 225 54 ≤ x2 ≤- 1 ,

　　0 . 2 ≤ x1 ≤1 , y ∈{ 0 ,1} .

全局最优解是 ( x1 , x2 , y) = (0 . 941 94 , - 2 . 1 ,1) ,最

优值是 1 . 076 54 .

算例 4

min f ( x , y1 , y2 , v1 , v2 ) =

　　7 . 5 y1 + 5 . 5 y2 + 7 v1 + 6 v2 + 5 x ,

s. t . y1 + y2 = 1 , z1 + z2 = 10 ,

　　z1 = 0 . 9[1 - exp ( - 0 . 5 v1 ) ] x1 ,

　　z2 = 0 . 8[1 - exp ( - 0 . 4 v2 ) ] x2 ,
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　x1 + x2 = x , z1 y1 + z2 y2 = 10 , v1 ≤10 y1 ,

　v2 ≤10 y2 , x1 ≤20 y1 , x2 ≤20 y2 ,

　x1 , x2 , z1 , z2 , v1 , v2 ≥0 , y1 , y2 ∈{ 0 ,1} .

全局最优解是 ( x , y1 , y2 , v1 , v2 ) = (13 . 362 272 , 1 ,

0 , 3 . 514 237 , 0) ,最优值是 99 . 245 209 .

算例 5

min f ( x , y) =

　　( y1 - 1) 2 + ( y2 - 1) 2 + ( y3 - 1) 2 -

　　ln (1 + y4 ) + ( x1 - 1) 2 +

　　( x2 - 2) 2 + ( x3 - 3) 2 ,

s. t .

y1 + y2 + y3 + x1 + x2 + x3 - 5 ≤0 ,

y2
3 + x2

1 + x2
2 + x2

3 - 5 . 5 ≤0 ,

y1 + x1 - 1 . 2 ≤0 , y2 + x2 - 1 . 8 ≤0 ,

y3 + x3 - 2 . 5 ≤0 , y4 + x1 - 1 . 2 ≤0 ,

y2
2 + x2

2 - 1 . 64 ≤0 , y2
3 + x2

3 - 4 . 25 ≤0 ,

y2
2 + x2

3 - 4 . 64 ≤0 , x1 , x2 , x3 ≥0 ,

y1 , y2 , y3 , y4 ∈{ 0 ,1} .

全局最优解是 ( x1 , x2 , x3 , y1 , y2 , y3 , y4 ) = (0 . 2 ,

1 . 280 624 ,1 . 954 483 , 1 , 0 , 0 , 1) , 最优值是

3 . 557 463 .

算例 6

min f ( x , y) =

　　 - 5 . 357 854 x2
1 - 0 . 835 689 y1 x3 -

　　37 . 293 29 y1 + 40 792 . 141 ,

s. t .

a1 + a2 y2 x3 + a3 y1 x2 - a4 x1 x3 - 92 ≤0 ,

a5 + a6 y2 x3 + a7 y1 y2 + a8 x2
1 - 110 ≤0 ,

a9 + a10 x1 x3 + a11 y1 x1 + a12 x1 x2 - 25 ≤0 ,

27 ≤ x1 , x2 , x3 ≤45 , y1 ∈{ 78 ,79 , ⋯,102} ,

y2 ∈{ 33 ,34 , ⋯,45} .

全局最优解是 x2 , y2 任取 , ( x1 , x3 , y1 ) = (27 , 27 ,

78) ,最优值是 32 217 . 4 . 约束系数 a1 , a2 , ⋯, a12 的

值详见文献[3 ].

本文算法的参数设置为 :种群规模 M = 30 ,变

异概率 pm = 0 . 3 ,杂交概率 pc = 0 . 8 ,迁移概率 pmi

= 0 . 2 ,最大进化代数 NU G = 100 ,罚因子Θ =

10 000 .所用的两水平正交表选自文献 [5 ] 中附录 ,

分别为 :L 4 (22 ) , L 4 (23 ) ; L 8 (24 ) , L 8 (25 ) , L 8 (27 ) .

每个问题独立运行 10 次 ,记录 10次所得的最

优解、最优值和成功率 (10 次运行中找到最优解的

百分比) ,找出最优解的平均 CPU 时间和适应度函

数的平均计算次数. H EA 的统计结果如表 1 所示.

将 H EA的成功率和计算量与文献[3 ]中的5种算法

(表 2前 5列) 及文献[4 ]中算法 MIHDE (表 2第 6

列) 进行比较 ,其结果如表 2所示.表中 : # F表示适

应度函数的平均计算次数 , C %表示成功率.

由表 1可以看出 ,本文提出的 H EA能以较大的

概率快速找到所有问题的最优解 ,而且解的精度很

高 . 由表 2可以看出 ,除了算法 (μ+λ) 2 E S ,

表 1　HEA的数值结果

问题 最 优 值 最 　优 　解
成功率

C/ %

平均 CPU

时间 / s

适应度函数的平

均计算次数# F

1 2 (0 . 5 , 1) 100 0 . 047 0 780

2 2 . 124 472 (1 . 374 826 , 0 . 374 820 , 1) 100 0 . 076 6 1 612

3 1 . 076 543 (0 . 941 937 , - 2 . 1 , 1) 100 0 . 501 7 5 250

4 99 . 239 101 (13 . 427 941 , 1 , 0 , 3 . 514 116 , 0) 90 0 . 924 9 8 175

5 3 . 557 464 (0 . 2 , 1 . 280 623 , 1 . 954 482 , 1 , 0 , 0 , 1) 80 1 . 197 0 9 008

6 32 217 . 43 (27 , 3 , 27 , 78 , 39) 100 0 . 392 2 2 580

　　　 3 : 在[27 ,45 ]之间任取.

表 2　HEA与文献[ 1 ,2] 中其他算法的比较

问题
GA2Pen

# F C/ %

GA2Deb

# F C/ %

(μ+λ) 2ES

# F C/ %

M2SIMPSA

# F C/ %

M2SIMPSA2Pen

# F C/ %

MIHDE ( N p = 3)

# F C/ %

HEA

# F C/ %

1 6 787 100 6 191 100 1 518 100 607 99 16 282 100 13 104 100 780 100

2 13 939 100 15 298 100 2 255 100 10 582 83 14 440 100 29 166 100 1 612 100

3 107 046 90 110 233 90 1 749 100 b 0 38 042 100 28 455 100 5 250 100

4 22 489 100 23 730 80 b 0 14 738 100 42 295 100 60 950 100 8 175 90

5 102 778 60 34 410 90 6 710 100 22 309 60a 63 751 97a 12 375 100 9 008 80

6 37 167 100 35 255 100 2 536 100 27 410 87 33 956 95 938 100 2 580 100

　　　a : 收敛到非最优解 ; b : 中断算法的执行.
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M2SIMPSA和MIHDE中的个别算例外 , H EA对适

应度函数的平均计算次数明显少于其他算法.

5　结 　　论
　　本文把统计试验设计的方法———正交设计作为

交叉算子 ,给出了一种混合启发式的变异算子.为了

提高种群的多样性 ,引入一种迁移算子 ,提出一种混

合进化算法.本文算法不仅能求解混合整数规划 ,而

且能求解纯整数规划.数值实验结果表明 ,所提出的

混合进化算法是快速而有效的 ,同已有的其他算法

的数值结果相比 ,本文算法计算量小 ,求得解的精度

高.
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