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三角模糊数互补判断矩阵排序的最小方差法

和媛媛 , 周德群 , 王　强
(南京航空航天大学 经济与管理学院 , 南京 210016)

摘　要 : 研究偏好信息为三角模糊数互补判断矩阵形式给出的方案排序方法.根据三角模糊数互补判断矩阵完全一

致性的概念 ,建立了一个基于最小方差的非线性规划模型.通过求解该模型 ,得到三角模糊数互补判断矩阵的权重向

量 ,并利用三角模糊数排序公式对决策方案进行排序.最后通过算例分析表明了所提出的方法是可行而有效的.
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Abstract : The priority method of complementary judgment matrix is studied , in which the preference information

takes the form of t riangular fuzzy number judgment matrix. Based on the concept of complete consistency for

t riangular fuzzy number complementary judgment matrix , a non2linear programming model is set up based on least

variance method. The weight vector of t riangular fuzzy number complementary judgment matrix is obtained by solving

the model. By using a priority formula of t riangular fuzzy numbers , the decision alternatives are ranked. Finally , a

numerical example shows the effectiveness of the method.
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1　引　　言
　　A HP方法作为一种定性分析与定量分析相结

合的决策工具 ,已广泛应用于社会、经济、管理、军事

以及工程设计等诸多领域.由于客观事物的复杂性、

不确定性以及人类思维的模糊性 ,近年来 ,不确定型

决策问题研究已引起人们的极大关注 ,并取得了较

为丰富的成果.

　　在决策过程中 ,为了得到方案排序结果 ,常需要

专家对方案进行两两比较 ,并构造判断矩阵.目前 ,

判断矩阵的形式有两种 :互反判断矩阵[1 ,2 ]和互补

判断矩阵[325 ] .其中 ,互补判断矩阵是一类较为常见

的判断矩阵形式.由于判断的不确定性以及信息不

足等因素 ,专家在构造判断矩阵时 ,往往只能给出矩

阵元素的一个判断范围 ,如以三角模糊数[ 6 ]等模糊

形式给出.关于此类模糊互补判断矩阵的理论研究 ,

有助于人们对模糊判断矩阵排序方法的正确认识和

应用 ,丰富模糊决策分析的理论和方法.因此 ,对于

这类问题的研究具有重要的理论价值和现实意义.

　　目前 ,基于三角模糊数互补判断矩阵的相关理

论研究 ,虽然已取得一些进展[6210 ] ,但在排序理论与

方法等方面还存在缺陷和不足.文献[ 7 ]基于三角模

糊数可能度的概念 ,给出一种简便实用的排序方法.

但该方法仿照传统 A HP中按行求和归一化法求得

方案的排序值 ,关于三角模糊数互补判断矩阵按行

求和归一化法求取排序值的合理性 ,还有待进一步

考证.文献[ 8 ]根据三角模糊数互反判断矩阵与互补

判断矩阵之间的相互转化关系 ,提出三角模糊数互

补判断矩阵完全一致性等概念 ,基于此概念构建非
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线性规划模型 ,从而求得排序结果.但该文的完全一

致性定义仅从权重角度考虑互反判断矩阵的排序一

致性 ,并未从判断矩阵构造思维的一致性方面考虑

其一致性概念.

　　基于上述两种一致性所考虑角度的不同 ,本文

从构造思维的角度考虑了判断矩阵的一致性定义 ,

根据三角模糊数互补判断矩阵的完全一致性概念 ,

研究该类判断矩阵的排序问题.最后 ,算例分析表明

该排序方法是可行而有效的.

2　相关概念
2 . 1　互反判断矩阵与互补判断矩阵

　　在阐述三角模糊数判断矩阵相关概念及性质

之前 ,首先考虑判断矩阵的元素为确定数值时的情

形.设 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} 为方案集 ,且记 N = { 1 ,

2 , ⋯, n} .专家对决策方案进行两两比较并构造判断

矩阵.若判断矩阵 A = ( aij ) n×n 满足 a ij > 0 , aji =

1/ aij , aii = 1 , i , j ∈N ,则称 A 为互反判断矩阵.当

aij = aik a kj , Π i , j , k ∈N都成立时 , A = ( aij ) n×n为

完全一致性互反判断矩阵.若判断矩阵 B = ( bij ) n×n

满足 bij ≥0 , bij + bji = 1 , bii = 0 . 5 , i , j ∈N ,则称

B为互补判断矩阵.当 bik bkj b ji = bki b jk b ij , Πi , j , k ∈

N 都成立时 , B = ( bij ) n×n为完全一致性互补判断矩

阵.

　　设 A = ( aij ) n×n 为互反判断矩阵 ,则通过转换

公式可得互补判断矩阵 B = ( bij ) n×n .若 A = ( aij ) n×n

为完全一致性互反判断矩阵 ,则通过 bij = aij / ( aij +

1) 转换得到的判断矩阵 B = ( bij ) n×n 是完全一致性

互补判断矩阵.

　　设ω = (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn) T 是互反判断矩阵 A =

( aij ) n×n的排序向量.其中 :ωi > 0 , i ∈N ,∑
n

i = 1

ωi = 1 .

当 A 为完全一致性互反判断矩阵时 , 则有 aij =

ωi /ωj , i , j ∈N .设 v = ( v1 , v2 , ⋯, vn) T 是互补判断

矩阵 B的排序向量.其中 : v i > 0 , i ∈N ,∑
n

i = 1
v i = 1 .

则当 B 是完全一致性互补判断矩阵时 , 有 bij =

vi / ( vi + v j ) , i , j ∈N .

　　目前 ,有关三角模糊数判断矩阵的研究大多建

立在上述互反或互补判断矩阵已有的理论基础

上[7 ,11 ] .然而 ,由于模糊数的特殊性及其运算的复杂

性 ,三角模糊数判断矩阵具有不同于经典判断矩阵

的相关性质与方法.

2 . 2　三角模糊数判断矩阵

　　定义 1[6 ] 　若 a = ( al , am , au) ,0 < al ≤am ≤

au ,且 al 和 a u 分别为 a所支撑的上界和下界 ,而 am

为 a的中值 ,则称 a为一个三角模糊数 ,其隶属函数

可表示为

μa ( x) =

x - al

a m - al
, al ≤ x ≤am ;

x - au

a m - au
, am ≤ x ≤au ;

0 , ot herwise .

　　由于三角模糊数的隶属函数为定义在凸集上

的普通线性函数 ,这里不加证明地给出有关三角模

糊数的一些运算规则[10 ] . 设 a = ( al , am , au) , b =

( bl , bm , bu) ,则

a Ý b = ( al , am , au) Ý ( bl , bm , bu) =

( al + bl , am + bm , au + bu) ,

a⊙b = ( al , am , au) ⊙( bl , bm , bu) ≈

( al bl , am bm , aubu) ,

λ⊙a = (λ,λ,λ) ⊙( al , am , au) =

(λa l ,λa m ,λa u) ,

　　　 1
a
≈ ( 1

au
,

1
am

,
1
al

) .

　　定义 2[8 ] 　若三角模糊数矩阵 A = ( aij ) n×n中

的元素满足 aij = ( ali j , amij , aui j ) , aji = ( alj i , amji ,

auj i ) ,且 ali j a uj i = amij amji = aui j a lj i , aui j ≥amij ≥ali j

> 0 , i , j ∈N ,则称矩阵 A 是三角模糊数互反判断

矩阵.

　　定义 3[9 ] 　设三角模糊数互反判断矩阵 A =

( aij ) n×n ,若有 aij = aik a kj , i , j ∈N 成立 , 则称 A 是

三角模糊数一致性互反判断矩阵.

　　定义 4[11 ] 　设判断矩阵 B = ( bij ) n×n .其中 :bij

= ( bli j , bmi j , bui j ) , bji = ( blj i , bmji , buj i ) .若 bli j + buj i =

bmi j + bmji = bui j + blj i = 1 , bui j ≥bmi j ≥bli j ≥0 , i ,

j ∈N ,则称矩阵 B 是三角模糊数互补判断矩阵.

　　定义 5[11 ] 　设 B = ( bij ) n×n是三角模糊数互补

判断矩阵 ,称 B是三角模糊数一致性互补判断矩阵 ,

若 bik bkj b ji = bki b jk bij , Π i , j , k ∈N .

　　由此可见 ,三角模糊数判断矩阵的类型及其一

致性概念不只一种.对于不同类型的三角模糊数判

断矩阵 ,其一致性的研究与排序方法是不同的.设ω

= (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn) T和 v = ( v1 , v2 , ⋯, vn) T分别是三

角模糊数互反判断矩阵 A与互补判断矩阵B的排序

向量 ,其中分量ωi = (ωli ,ωmi ,ωui ) , v i = ( v li , vmi ,

vui ) .对于三角模糊数互反判断矩阵 A = ( aij ) n×n ,文

献[8 ]所给出的矩阵元素与排序向量的关系式 aij =

ωi /ωj ( i , j ∈N) ,显然不满足等式 aij = aik a kj .因此 ,

对于三角模糊数互补判断矩阵 B = ( bij ) n×n ,基于互

反判断矩阵与互补判断矩阵之间的转化公式所得到

的关系式[8 ] bij = 1/ (1 + v j / v i ) 亦不满足 bik bkj b ji =

bki b jk b ij ( i , j , k ∈N) .
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　　综上所述 ,文献 [8 ]从权重角度考虑了三角模

糊数互反判断矩阵的一致性 ,然而当 aij =ωi /ωj时 ,

互反判断矩阵并不满足构造思维一致性的定义 (即

文献[9 ]的一致性概念) .由此可知 , 对于三角模糊

数判断矩阵而言 ,从权重角度和构造思维一致性两

个不同方面分别给出的一致性概念是完全不同的.

本文基于构造思维的一致性定义 ,讨论三角模糊数

互补判断矩阵的排序方法.

3　最小方差排序法
　　对于三角模糊数互补判断矩阵 B = ( bij ) n×n ,其

中 bij = ( bli j , bmij , bui j ) .设 v = ( v1 , v2 , ⋯, vn) T 是判

断矩阵 B 的排序向量 ,其中分量 vi = ( v li , vmi , vui ) ,

i ∈N ,则当 B 是三角模糊数一致性互补判断矩阵

时 ,有 bij = vi / ( v i + v j ) , i , j ∈N ,即

( bli j , bmij , bui j ) =
( vli , vmi , vui )

( v li , vmi , vui ) + ( v lj , vmj , vuj )
=

( v li , vmi , vui )
( vli + v lj , vmi + vmj , vui + vuj )

=

( v li

v ui + vuj
,

vmi

v mi + vmj
,

vui

v li + v lj
) , i , j ∈N .

故有

bli j =
vli

v ui + vuj
, bmi j =

vmi

v mi + vmj
,

bui j =
vui

v li + v lj
, i , j ∈N .

从而可得

vli = bli j ( vui + vuj ) , vmi = bmij ( vmi + vmj ) ,

vui = bui j ( vli + vlj ) , i , j ∈N . (1)

　　然而 ,由于决策者在实际决策过程中所给出的

三角模糊数互补判断矩阵往往不具有一致性 ,式 (1)

一般不成立.为此引入偏差函数

f li j = [ bli j ( vui + vuj ) - v li ]2 ,

f mij = [ bmi j ( vmi + vmj ) - vmi ]2 ,

f ui j = [ bui j ( v li + v lj ) - vui ]2 .

　　显然 ,为了得到合理的排序向量 v = ( v1 , v2 ,

⋯, vn) T ,上述偏差函数总是越小越好 ,因此建立下

列多目标优化模型 :

min f li j = [ bli j ( vui + vuj ) - v li ]2 ,

min f mij = [ bmij ( vmi + vmj ) - vmi ]2 ,

min f ui j = [ bui j ( v li + v lj ) - vui ]2 ,

0 < vli ≤vmi ≤vui ≤1 ,

0 < ∑
n

i = 1
vli ≤1 ≤∑

n

i = 1
vui .

　　为了求解该优化模型 ,每个目标函数希望达到

的期望值均为 0 ,因此可建立下列非线性规划模型 :

min J = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
[ bli j ( vui + vuj ) - vli ]2 +

　　　　[ bmij ( vmi + vmj ) - vmi ]2 +

　　　　[ bui j ( vli + vlj ) - vui ]2 ,

s. t . 0 < v li ≤vmi ≤vui ≤1 ,

　　0 < ∑
n

i = 1
v li ≤1 ≤∑

n

i = 1
vui , i ∈N . (2)

　　通过求解该模型 ,即可得到三角模糊数互补判

断矩阵 B的排序向量 v = ( v1 , v2 , ⋯vn) T .为了最终

对方案进行排序 ,利用下式[12 ] 计算三角模糊数 v i ( i

∈N) 的期望值 :

v
(α)
i =

1
2

[ (1 - α) vli + vmi +αv ui ] ,

0 ≤α≤1 , i ∈N , (3)

α值的选择取决于决策者的风险态度. 当α > 0 . 5

时 ,称决策者是追求风险的 ;当α= 0 . 5时 ,称决策者

是风险中立的 ;当α < 0 . 5时 ,称决策者是厌恶风险

的.从而由 v
(α)
i ( i ∈N) 值可得相应方案排序结果.

4　算例分析
　　设某决策问题有 4个备选决策方案 x1 , x2 , x3 ,

x4 ,决策者针对方案集合{ x1 , x2 , x3 , x4 } 给出的三

角模糊数互补判断矩阵为

B =

(0 . 5 ,0 . 5 ,0 . 5) (0 . 3 ,0 . 5 ,0 . 6)

(0 . 4 ,0 . 5 ,0 . 7) (0 . 5 ,0 . 5 ,0 . 5)

(0 . 1 ,0 . 3 ,0 . 4) (0 . 2 ,0 . 4 ,0 . 6)

(0 . 2 ,0 . 4 ,0 . 5) (0 . 1 ,0 . 6 ,0 . 8)

→

←

(0 . 6 ,0 . 7 ,0 . 9) (0 . 5 ,0 . 6 ,0 . 8)

(0 . 4 ,0 . 6 ,0 . 8) (0 . 5 ,0 . 7 ,0 . 9)

(0 . 5 ,0 . 5 ,0 . 5) (0 . 2 ,0 . 4 ,0 . 7)

(0 . 3 ,0 . 6 ,0 . 8) (0 . 5 ,0 . 5 ,0 . 5)

.

根据模型 (2) ,利用软件 Lingo 求解 ,可得矩阵 B 的

三角模糊数权重向量为

v1 = ( v l1 , vm1 , vu1 ) = (0 . 214 ,0 . 331 ,0 . 495) ,

v2 = ( v l2 , vm2 , vu2 ) = (0 . 246 ,0 . 282 ,0 . 554) ,

v3 = ( v l3 , vm3 , vu3 ) = (0 . 031 ,0 . 163 ,0 . 362) ,

v4 = ( v l4 , vm4 , vu4 ) = (0 . 061 ,0 . 224 ,0 . 400) .

　　利用式 (3) 可得

v
(α)
1 = 0 . 273 + 0 . 141α, v

(α)
2 = 0 . 264 + 0 . 154α,

v
(α)
3 = 0 . 097 + 0 . 166α, v

(α)
4 = 0 . 143 + 0 . 170α.

显然 ,对于任意 0 ≤α≤1 ,均有 v
(α)
1 > v

(α)
4 > v

(α)
3 和

v
(α)
2 > v

(α)
4 > v

(α)
3 .当 0 ≤α≤0 . 630时 ,有 v

(α)
1 ≥v

(α)
2 .

因此有 :1) 若 0 ≤α≤0 . 630 ,则有 v
(α)
1 > v

(α)
2 > v

(α)
4

> v
(α)
3 ,相应方案的排序结果为 x1 : x2 : x4 : x3 ;

2) 若α= 0 . 630 ,则有 v
(α)
1 = v

(α)
2 > v

(α)
4 > v

(α)
3 ,相应

的方案排序结果为 x1 : x2 : x4 : x3 ; 3) 若 0 . 630

<α≤1 ,则有 v
(α)
2 > v

(α)
1 > v

(α)
4 > v

(α)
3 ,相应方案的

排序结果为 x2 : x1 : x4 : x3 .

　　由以上结果可知 ,方案的排序结果受决策者风
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险态度的影响.

5　结 　　论
　　本文针对偏好信息以三角模糊数给出的互补判

断矩阵 ,从构造思维的角度考虑了判断矩阵的一致

性定义.进而根据三角模糊数互补判断矩阵的完全

一致性概念 ,建立了基于最小方差的非线性规划模

型.通过求解该模型讨论了三角模糊数互补判断矩

阵的排序问题.算例分析表明了该排序方法是可行

而有效的.
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