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22D状态滞后系统的时滞相关 H∞控制
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摘　要 : 研究了具有状态滞后的二维 (22D)离散线性系统的时滞相关 H∞控制问题.首先提出了 22D状态滞后系统

的时滞相关有界实引理 ;基于此引理 ,通过线性矩阵不等式 (L MI)的可行性 ,设计状态反馈控制器使得闭环系统具有

H∞扰动衰减度γ;进而求解一个线性凸优化问题可得最小化γ值.所得的时滞相关结果可转化为时滞无关情形.数

值算例说明了所得结论的有效性和优越性.
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Abstract : This paper studies the delay2dependent H∞ control p roblem of two2dimensional ( 22D) discrete linear

systems with state delays. Firstly , we propose the delay2dependent bounded real lemma of 22D state2delayed systems.

Based on the lemma , the design of state feedback controller is developed , such that the closed2loop system has H∞

disturbance attenuationγvia the feasibility of linear matrix inequalities (L MIs) . Furthermore , the minimum value of

γcan be obtained by solving a linear convex optimization problem. The delay2dependent result can be extended to the

delay2independent one. Numerical examples demonst rate the effectiveness and advantages of our result s.
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1　引　　言
　　在过去的几十年里 ,22D 系统的稳定性分析问

题已得到充分重视[1 ,2 ] .当控制实际系统时 ,希望设

计一个控制系统不仅稳定 ,而且能够保证较好的性

能水平 ( H∞控制[3 ]和保性能控制[4 ] ) .

　　时滞在多种领域中大量存在 ,而时滞通常是造

成系统不稳定和破坏系统性能的根源.实际中大量

存在的 22D 时滞系统[5 ]激发了众多学者对其稳定

性[6 ,7 ] , H∞控制[8 ]和保性能控制[9 ]问题的研究.现

实中大多采用时滞无关方法 ,但此方法通常比时滞

相关方法具有更大的保守性 ,特别在时滞较小时 ,目

前关于 22D时滞系统的时滞相关 H∞控制结果还较

为少见.

　　本文基于文献 [ 10212 ]提出的 12D 时滞系统时

滞相关稳定性分析方法 ,研究了 22D 状态滞后系统

的时滞相关 H∞控制问题.首先 ,得到了 22D状态滞

后系统的时滞相关有界实引理 ;然后 ,利用有界实引

理 ,设计了状态反馈控制器保证闭环系统具有 H∞

扰动衰减度γ;进而 ,由受限于 L MI的凸优化问题

最小化 H∞性能值 ;最后 ,通过数值算例说明所得时

滞相关方法的有效性和优越性.

2　时滞相关有界实引理
　　考虑一类具有不同方向状态滞后的 22D离散系

统 ,由FM L SS模型[13 ] 来描述

x ( i + 1 , j + 1) =

A 1 x ( i + 1 , j) + A 2 x ( i , j + 1) +

A 1 d x ( i + 1 , j - d1 ) + B1ω( i + 1 , j) +

A 2 d x ( i - d2 , j + 1) + B2ω( i , j + 1) , (1)

z ( i , j) = Cx ( i , j) + Dω( i , j) . (2)

其中 : x ( i , j) ∈Rn是系统的状态向量 ;ω( i , j) ∈Rm

是噪声信号 ,并假设为未知能量有界的 ; z ( i , j) ∈
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R p 是控制输出 ; d1 和 d2 是正常数 ,表示滞后项 ; A k ,

A kd , B k , C , D是具有相应维数的常数矩阵 , k = 1 ,2 .

　　假设系统 (1) 和 (2) 具有如下边界条件 :

{ x ( i , j) =φij } , Πi ≥0 , j = - d1 , - d1 + 1 , ⋯,0 ,

{ x ( i , j) = Ψij } , Π j ≥0 , i = - d2 , - d2 + 1 , ⋯,0 ,

φ00 = Ψ00 . (3)

　　定义 1[8 ] 　考虑具有零边界条件 (φi0 = Ψ0 j =

0) 的 22D状态滞后系统 (1) 和 (2) ,如果系统是渐近

稳定的 ,且 ‖z‖2 <γ‖ω‖2 ,则称系统具有 H∞扰

动衰减度γ,其中

z = [ z T ( i + 1 , j) 　z T ( i , j + 1) ]T ,

ω = [ωT ( i + 1 , j) 　ωT ( i , j + 1) ]T .

　　下面的定理 1给出了保证 22D状态滞后系统

(1) 和 (2) 具有时滞相关 H∞扰动衰减度γ的充分条

件.

　　定理 1　考虑具有零边界条件的 22D状态滞后

系统 (1) 和 (2) . 对于任意滞后 dk ,满足 0 ≤ dk ≤

d 3
k ( k = 1 ,2) 和 d 3 = max{ d 3

1 , d 3
2 } ,22D系统 (1)

和 (2) 具有时滞相关 H∞扰动衰减度γ的充分条件

是 ,存在矩阵 P > 0 , Q > 0 , Rk > 0 , S k > 0 , Y kl , W kl ,

M kl ( k , l = 1 ,2) , X l1 , l2 > 0 , X l1 ,2 ( l1 = 1 ,4 ,6 , l2 =

1 ,3) 和 X l3 , l4
( l3 = 2 ,3 ,5 ; l4 = 1 ,2 ,3 ,4) ,使得

Φ =

Φ11 Φ12 Φ13 Φ14 Φ15

ΦT
12 - γ2 I + d 3 X b Φ23 L T

1 d Φ25

ΦT
13 ΦT

23 - P 0 0

ΦT
14 L 1 d 0 - I 0

ΦT
15 ΦT

25 0 0 - d 3 S

< 0 ,

(4)

Ψ =

X1 X2 X3 Y

X T
2 X4 X5 W

X T
3 X T

5 X6 M

Y T W T M T S

≥0 . (5)

其中

Φ11 =

�Y1 Y12 + Y T
21

Y21 + Y T
12 �Y2

- Y T
11 + W 12 - Y T

21 + W 12

- Y T
12 + W 21 - Y T

22 + W 21

→

←

- Y11 + W T
11 - Y12 + W T

21

- Y21 + W T
12 - Y22 + W T

22

�W1 - W 12 - W T
21

- W 21 - W T
12 �W2

+ d 3 X1 X2

X T
2 X4

,

�Y1 = Y11 + Y T
11 - Q + R1 ,

�Y2 = Y22 + Y T
22 - P + Q + R2 ,

W 1 = - W 11 - W T
11 - R1 , W 2 = - W 22 - W T

22 - R2 ,

Φ12 =

M T
11 M T

21

M T
12 M T

22

- M T
11 - M T

21

- M T
12 - M T

22

+ d 3 X3

X5

,Φ13 =

A T
1 P

A T
2 P

A T
1 d P

A T
2 d P

,

Φ14 =
L T

d

02 n×2 p

,Φ15 =

�S 1 d 3 A T
1 S2

d 3 A T
2 S1 �S 2

d 3 A T
1 d S 1 d 3 A T

1 d S 2

d 3 A T
2 d S 1 d 3 A T

2 d S 2

,

Φ23 =
B T

1 P

B T
2 P

,Φ25 =
d 3 B T

1 S1 d 3 B T
1 S2

d 3 B T
2 S1 d 3 B T

2 S2

,

�S 1 = d 3 ( A 1 - I) T S1 , �S 2 = d 3 ( A 2 - I) T S2 ,

X l1 =
X l1 1 X l1 2

X T
l1 2 X l1 3

, X l3 =
X l3 1 X l3 2

X l3 3 X l3 4

,

Y =
Y11 Y12

Y21 Y22

, S =
S1 0

0 S2

,

W =
W 11 W 12

W 21 W 22

, M =
M11 M12

M21 M22

.

　　证明 　首先证明系统 (1) 渐近稳定. 由于式

(4) 和 (5) 暗含

Φ1 =

Φ11 Φ13 Φ15

ΦT
13 - P 0

ΦT
15 0 - d 3 S

< 0 , (6)

Ψ1 =

X1 X2 Y

X T
2 X4 W

Y T W T S

≥0 , (7)

故只需证明式 (6) 和 (7) 保证系统 (1) 渐近稳定.为

此 ,记

xξ,η = x ( i +ξ, j +η) , (8)

V 11 ( i , j) =

x T
1 ,1 Px 1 ,1 + ∑

- 1

l = - d1

x T
1 , l+1 R1 x1 , l+1 +

∑
- 1

l = - d2

x T
l+1 ,1 R2 x l+1 ,1 + ∑

0

θ= - d1 +1
∑
- 1

l = - 1 +θ
�y T

1 , l+1 S1 �y1 , l+1 +

∑
0

θ= - d2 +1
∑
- 1

l = - 1 +θ
�y T

l+1 ,1 S2 �y l+1 ,1 ,

V d1 ( i , j) = x T
1 ,0 Qx 1 ,0 + ∑

- 1

l = - d1

x T
1 , l R 1 x1 , l +

　　　　　 ∑
0

θ= - d1 +1
∑
- 1

l = - 1 +θ
�y T

1 , l S 1 �y1 , l ,

V d2 ( i , j) = x T
0 ,1 �Qx 0 ,1 + ∑

- 1

l = - d2

x T
l ,1 R2 x l ,1 +

8111
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∑
0

θ= - d2 +1
∑
- 1

l = - 1 +θ
�y T

l ,1 S2 �y l ,1 .

其中 :�y1 , l = x1 , l+1 - x1 , l , �y l ,1 = x l+1 ,1 - x l ,1 , �Q = P

- Q ,且 P > 0 , Q > 0 , Rk > 0和 S k > 0 ( k = 1 ,2) 是

待定的.由于

x1 , - d1 = x1 ,0 - ∑
- 1

l = - d1

�y1 , l , x - d2 ,1 = x0 ,1 - ∑
- 1

l = - d2

�y l ,1 ,

则有

α = 2 ( x T Y + x T
d W ) ( x - x d - ∑

- 1

l = - d

Δx) = 0 , (9)

对于任意矩阵 Y和 W 成立 ,其中

x = [ x T
1 ,0 　x T

0 ,1 ]T , x d = [ x T
1 , - d1 　x T

- d2 ,1 ]T ,

Δx = [ �y T
1 , l 　�y T

l ,1 ]T , d = min{ d1 , d2 } .

另一方面 ,对任意矩阵 X =
X1 X2

X T
2 X4

≥0 ,等式

β= dξT Xξ - ∑
- 1

l = - d

ξT Xξ = 0 (10)

恒成立 ,其中ξ= [ x T 　x T
d ]T .

　　现在对系统 (1) 定义ΔV ( i , j) ,并通过计算得

到

ΔV ( i , j) = V 11 ( i , j) - V d1 ( i , j) - V d2 ( i , j) =

V 11 ( i , j) - V d1 ( i , j) - V d2 ( i , j) +α+β≤

ξTΘξ - ∑
- 1

l = - d

ζTΨ1ζ. (11)

其中

ζ = [ x T 　x T
d 　Δx T ]T ,Θ =

Θ1 Θ2

ΘT
2 Θ3

,

Θ1 = A T PA + Y + Y T - �Q + R +

　　dX 1 + ∑
2

k = 1
dk �A T

k S k �A k ,

Θ2 = A T PA d - Y + W T +

　　dX 2 + ∑
2

k = 1
dk �A T

k S k A d ,

Θ3 = A T
d PA d - W - W T - R

　　dX 4 + ∑
2

k = 1
dk A T

d S k A d ,

A = [ A 1 　A2 ] , A d = [ A 1 d 　A 2 d ] ,

�A 1 = [ �A 1 - I　�A 2 ] , �A 2 = [ �A 1 　�A 2 - I ] ,

�Q = diag{ Q , �Q} , R = diag{ R1 , R2 } .

　　由于 L MI (7) 保证了Ψ1 ≥0 ,再应用 Schur补

性质 ,式 (6) 表明Θ < 0 .从而 L MI (4) 和 (5) 对任意

ξ≠0 ,使ΔV ( i , j) < 0 ,即系统 (1) 渐近稳定.

　　现在证明零初始条件下 ,对于任意非零ω( i , j)

∈ l2 { [0 , ∞) , [0 , ∞) } ,有 ‖z‖2 <γ‖ω‖2 .为此 ,

引入

J = ∑
∞

i = 0
∑
∞

j = 0

( z T z - γ2ωTω) ,

类似于式 (9) 和 (10) ,分别有

α1 = 2 ( x T Y + x T
d W +ωT M) ( x -

x d - ∑
- 1

l = - d

Δx) = 0 , (12)

β1 = dξT
1 �Xξ1 - ∑

- 1

l = - d

ξT
1 �Xξ1 = 0 (13)

同时成立 ,其中 :ξ1 = [ x , x d ,ω]T , Y , W 和 M 为任意

自由加权矩阵 ,且

�X =

X1 X2 X3

X T
2 X4 X5

X T
3 X T

5 X6

≥0 .

　　根据式 (11) ,对系统 (1) 和 (2) 重新计算ΔV ( i ,

j) 为

　　　ΔV ( i , j) = V 11 ( i , j) - V d1 ( i , j) -

　　　　　　　　V d2 ( i , j) +α1 +β1 .

进而 ,由系统稳定和零初始条件有

J ≤∑
∞

i = 0
∑
∞

j = 0
[ z T z - γ2ωTω+ΔV ( i , j) ] ≤

∑
∞

i = 0
∑
∞

j = 0
[ξT

1 �Θξ1 - ∑
- 1

l = - d

ζT
1Ψζ1 ] . (14)

其中

ζ1 = [ x , x d ,ω,Δx ]T ,

�Θ =

Θ1 + CT
d C d Θ2 Θ4

ΘT
2 Θ3 Θ5

ΘT
4 ΘT

5 Θ6

,

Θ4 = A T PB + CT
d D d + M T +

　　 dX 3 + ∑
2

k = 1

dk �A T
k S kB ,

Θ5 = A T
d PB - M T + dX 5 + ∑

2

k = 1
dk A T

d S kB ,

Θ6 = B T PB + DT
d D d - γ2 I +

　　 dX 6 + ∑
2

k = 1
dkB T S kB .

　　因Ψ ≥0 ,再根据 Schur补性质 ,不等式 (4) 暗

含 �Θ < 0 ,故L MI(4) 和 (5) 使得 ‖z‖2 <γ‖ω‖2 .

　　综合上述两点 ,L MI(4) 和 (5) 保证系统 (1) 和

(2) 具有 H∞扰动衰减度γ. □

　　注 1　式 (8) 中引入 2个新的变量 �y1 , l 和 �y l ,1 ,

使得式 (9) 和 (12) 成立 ,其中用自由加权矩阵表示

x , x d 和∑
- 1

l = - d

Δx之间的关系 ,从而可得 22D系统 (1)

和 (2) 的时滞相关有界实引理 ,即定理 1 .

　　注 2　对于充分小的正常数ε,选取矩阵

9111
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　　　 X =
εI (4 n+2 m) ×(4 n+2 m)

d 3 , S =
εI 2 n×2 n

d 3 ,

　　　 Y = W = 02 n×2 n , M = 02 m×2 n ,

则 L MI(4) 和 (5) 成为时滞无关有界实引理 (文献

[8 ]中的定理5) .这表明定理1同时给出了22D状态

滞后系统的时滞无关和时滞相关有界实引理.

3　时滞相关 H∞控制
　　这部分利用定理 1实现了 22D状态滞后系统的

状态反馈 H∞控制 ,使其具有 H∞扰动衰减度γ.

　　考虑一类 22D状态滞后系统

x ( i + 1 , j + 1) =

A 1 x ( i + 1 , j) + A 2 x ( i , j + 1) +

A 1 d x ( i + 1 , j - d1 ) + B11 u( i + 1 , j) +

A 2 d x ( i - d2 , j + 1) + B12 u( i , j + 1) +

B21ω( i + 1 , j) + B22ω( i , j + 1) , (15)

z ( i , j) = D1 x ( i , j) + D2 u( i , j) + D3ω( i , j) .

(16)

其中 : u( i , j) ∈R p是控制输入 ; B1 k , Dk ( k = 1 ,2) 和

D3 是具有相应维数的常数矩阵 ;边界条件满足式

(3) .

　　引入一个 22D的状态反馈控制器

u( i , j) = Kx ( i , j) , (17)

那么闭环系统可表示为

　x ( i + 1 , j + 1) =

　( A 1 + B11 K) x ( i + 1 , j) +

　( A 2 + B12 K) x ( i , j + 1) +

　A 1 d x ( i + 1 , j - d1 ) + B21ω( i + 1 , j) +

　A 2 d x ( i - d2 , j + 1) + B22ω( i , j + 1) , (18)

　z ( i , j) = ( D1 + D2 K) x ( i , j) + D3ω( i , j) . (19)

　　定理 2　给定常数 t , t1 和 t2 .考虑具有边界条

件 (3) 的 22D状态滞后系统 (15) 和 (16) ,对任意滞

后 dk满足 0 ≤dk ≤d 3
k ( k = 1 ,2) 和 d 3 = max{ d 3

1 ,

d 3
2 } ,设计状态反馈控制器 (17) ,其实现系统 H∞控

制的充分条件是 ,存在矩阵 �P > 0 , �Q > 0 , �R k > 0 ,

�Ykl , �W kl , �M kl ( k , l = 1 ,2) , �X l1 , l2 > 0 , �X l1 ,2 ( l1 = 1 ,4 ,

6 , l2 = 1 ,3) 和 �X l3 , l4
( l3 = 2 ,3 ,5 , l4 = 1 ,2 ,3 ,4) ,

使得

Φ =
�Φ1 �Φ2

�ΦT
2 �Φ3

< 0 , (20)

Ψ =

�X1 �X2 �X3 �Y
�X T

2 �X4 �X5 �W
�X T

3 �X T
5 �X6 �M

�YT �W T �M T �S

≥0 . (21)

其中

�Φ1 =
�Φ11 �Φ12

�ΦT
12 �Φ22

, �Φ22 =
- γ2 I 0

0 - γ2 I
+ d 3 X6 ,

Φ2 =

tP
→

1 P
∴

0 d 3 t1 ( P
→

- I) d 3 t2 �PA T
1

tP
→

2 0 P
∴

d 3 t1 �PA T
2 d 3 t2 ( P

→
2 - I)

t�PA T
1 d 0 0 d 3 t1 �PA T

1 d d 3 t2 �PA T
1 d

t�PA T
2 d 0 0 d 3 t1 �PA T

2 d d 3 t2 �PA T
2 d

tB T
21 DT

3 0 d 3 t1 B T
21 d 3 t2 B T

21

tB T
22 0 DT

3 d 3 t1 B T
22 d 3 t2 B T

22

,

P
→

k = �PA T
k + V T B T

1 k ( k = 1 ,2) , P
∴

= �PD T
1 + V T DT

2 ,

�Φ3 = diag{ - t�P , - I , - I , - d 3 t1 �P , - d 3 t2 �P} ,

�S = diag{ t1 , �P , t2 �P} .

且 �Φ1 k ( k = 1 ,2) , �X l ( l = 1 ,2 , ⋯,6) , �Y , �W和 �M分别
与定理 1中Φ1 k ( k = 1 ,2) , X l ( l = 1 ,2 , ⋯,6) , Y , W

和 M的表达式相对应.进而可得

u( i , j) = Kx ( i , j) = V �P x ( i , j) . (22)

　　证明 　将定理 1应用于闭环系统 (18) 和 (19) ,

再用 Schur补性质和同等变换即可证得. □

　　注 3　类似于注 2 ,对充分小的正常数ε,选取

t = 1 , t1 = t2 =ε, �Y = �W = 02 n×2 n ,

�M = 02 m×2 n , �X =
εI (4 n+2 m) ×(4 n+2 m)

d 3 ,

则L MI (20) 和 (21) 等价于文献[8 ]定理 7中给出的

解决时滞无关 H∞控制问题的充分条件.

　　下述凸优化问题可最小化系统的 H∞性能指标

上界.给定滞后项 d1 和 d2 ,求解问题如下 :

minδ,

s. t . �P > 0 , �Q > 0 , �R k > 0 ,

　　 �X l1 , l2 > 0 ,式 (20) 和 (21) ,

其中γ= δ.如果问题 1存在解 ,则相应的控制器可

由式 (22) 求得.此外 ,选取与注 3相同的常数和自由

加权矩阵 ,问题 1等价于文献[8 ]中的注 8 .

4　数值算例
　　首先 ,利用与文献 [8 ]相同的例子说明所提出

的时滞相关 H∞控制方法有效 ,且比已有的时滞无

关方法具有更小的保守性.

　　考虑文献[8 ]中的例 9 ,对系统 (15) 和 (16) ,有

　A1 =
0 0 . 8

1 0
, A 2 =

0 . 1 0

0 . 3 0 . 6
,

　A1 d =
0 0 . 1

0 . 2 0
, A 2 d =

0 0

0 . 1 0 . 1
,

　B11 =
0 . 1

1
, B12 =

0

0 . 3
,

　B21 =
0 . 1

0 . 3
, B2 =

0 . 2

0 . 1
,

　D1 = [0 . 7　0 . 1 ] , D2 = 0 . 4 , D3 = 0 . 7 . (23)

给定 d1 = 1 , d2 = 2 ,当 t1 = 0 . 01 , t2 = 0 . 101 , t3 =

0 . 11时 ,求解问题 1得到γopt = 0 ,700 014 59 ,控制器
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为

u( i , j) = V �P - 1 x ( i , j) =

[ - 1 . 75　 - 0 . 25 ] x ( i , j) . (24)

　　图 1表示将控制器 (24) 代入系统 (23) 所得闭

环系统的频率响应.图 1中 H∞扰动衰减度的最大

值为 0 . 700 003 98 ,小于 0 . 700 014 59 . 而由文献 [8 ]

的无关结果 ,可得到γopt = 2 . 086 8 > 0 . 700 014 59 .

通过比较说明 ,本文的时滞相关方法比文献 [8 ] 的

无关结果保证了系统更小的 H∞性能.因此 ,本文时

滞相关方法降低了保守性.

图 1　由式( 24) 和( 23) 组成闭环系统的最优频率响应

　　进一步验证 ,当已有的时滞无关方法无效时 ,

本文的时滞相关方法仍可行. 考虑系统 (15) 和

(16) ,其中

A 1 d =
- 0 . 245 0 0 . 030 7

- 0 . 144 4 0 . 000 8
,

A 2 d =
0 . 286 0 0 . 180 0

- 0 . 143 5 - 0 . 460 1
,

其他系统矩阵由式 (23) 给出. 注意到 ,对于这个特

例 ,应用文献[8 ]提出的无关结果 (注 8) 找不到可行

解.然而 ,求解问题 1可得γopt = 0 . 700 272 5和控制

律 K = [ - 1 . 581 7　 - 0 . 190 2 ].显然 ,本文提出的

时滞相关方法比无关方法具有更广泛的应用空间.

5　结 　　论
　　本文研究了具有状态滞后 22D离散系统的时滞

相关 H∞控制问题.给出了时滞相关有界实引理 ,选

取特定的自由加权矩阵 ,其等价于已有的时滞无关

有界实引理.基于时滞相关有界实引理 ,设计了状态

反馈控制器 ,使闭环系统具有 H∞扰动衰减度γ,并

将控制器的存在问题转化为 L MI的可行性问题 ;然

后 ,由凸优化问题最小化 H∞性能值.数值算例说明

了所得时滞相关结果的有效性 ,且与已有的时滞无

关结果相比 ,保证了系统更小的 H∞性能.当时滞无

关结果无效时 ,时滞相关结果仍可行.
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