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基于能量的 Acrobot动态伺服控制
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(哈尔滨工业大学 电气工程及自动化学院 , 哈尔滨 150001)

摘　要 : 研究了 Acrobot垂直平面欠驱动机械臂的动态伺服控制问题.动态伺服控制不同于定点控制和轨迹跟踪控

制 ,而是利用欠驱动系统中存在的周期轨道特性 ,实现对轨迹的动态跟踪.首先通过对比单摆运动规律寻找到周期轨

道所满足的条件 ;然后利用 Lyapunov稳定性理论设计反馈控制律 ,并给出控制律存在的一系列条件 ;最后分析了系

统中存在的奇点及其对收敛性的影响.仿真实验表明了所设计的控制器是有效的.
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Abstract : The dynamical servo control problem of a vertical planar underactuated manipulator Acrobot is studied in

this paper. Different f rom point control and trajectory t racking control , dynamical servo control realizes periodic

dynamical t racking of a given trajectory. Firstly , a condition which the periodical t rajectory meet s is found by

comparing with the motion of the single pendulum. Then a feed back control law is designed by using the Lyapunov

stability theory , and law existing conditions are also given. Finally , the singular point in the closed loop system and

their affection to the system’s convergence ability are analyzed. The simulation result s show the effectiveness of the

designed control law.
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1　引　　言
　　Acrobot 是一个垂直平面两杆机械装置 ,由一

根连杆和一根摆杆组成 ,摆杆连接有一驱动输入 ,连

杆绕肩部自由转动.它具有两个自由度却只有一个

控制输入 ,是一个典型的欠驱动机械系统.

　　Acrobot 有 4 个平衡点 ,其中比较典型的是垂

直向下和垂直向上 2 个 ,前者是稳定的而后者是不

稳定的.以 Acrobot 为对象 ,人们展开了一系列研究

工作.最早研究的是不稳定平衡点的镇定问题[ 1 ,2 ]

以及设定点问题[3 ] ,然后为了使系统可以自垂直向

下平衡点摆动到垂直向上平衡点 ,研究了上摆控制

问题[ 426 ] .在许多研究中 ,这两种控制问题是结合在

一起的[4 ,7 ,8 ] .另外也有学者研究了轨迹跟踪控制问

题[9 ] ,轨迹由一输出方程定义 ,通过控制输出变量来

实现轨迹的跟踪.

　　针对欠驱动系统的特点 ,本文提出一种运动控

制问题———动态伺服控制问题.它所针对的不是特

定点的镇定或者特定轨迹的跟踪 ,而是任意点和任

意轨迹的动态跟踪.它不仅适用于 Acrobot 对象 ,类

似的问题也存在于球棒系统、直线倒立摆等系统中.

欠驱动系统动态伺服控制研究是十分有意义的 ,它

使得欠驱动系统可以象全驱动系统一样 ,达到构形

空间中任一点 ,或者沿着某个轨迹运动 ,从而扩展其

应用领域.

2　Acrobot动力学模型

　　Acrobot 结构如图 1所示 ,各量意义分别是 : m1

和 m2 是连杆及摆杆质量 , l1 和 l2 是连杆及摆杆长

度 , lc1 和 lc2 是连杆及摆杆质心距.

　　利用 Lagrange方程建立系统动力学模型

　　　　d11 q̈1 + d12 q̈2 + h1 + <1 = 0 ,
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图 1　Acrobot结构示意图

　　　　d21 q̈1 + d22 q̈2 + h2 + <2 =τ. (1)

其中

d11 =θ1 +θ2 + 2θ3 cos q2 ,

d12 = d21 =θ2 +θ3 co s q2 ,

θ1 = m1 l2
c1 + m2 l2

1 + I1 ,

d22 =θ2 ,θ2 = m2 l2
c2 + I2 ,

h1 = - θ3 Ûq2 sin q2 (2Ûq1 + Ûq2 ) ,θ3 = m2 l1 lc2 ,

h2 =θ3 Ûq2
1 sin q2 ,θ4 = m1 lc1 + m2 l1 ,

<1 =θ4 gcos q1 +θ5 gco s ( q1 + q2 ) ,

θ5 = m2 lc2 , <2 =θ5 gcos ( q1 + q2 ) ,

τ为摆杆输入力矩 , I1 和 I2 为连杆及摆杆绕质心转

动惯量.系统总机械能表达式为

E = 0 . 5ÛqT M ( q) Ûq +θ4 gsin q1 +

θ5 gsin ( q1 + q2 ) . (2)

其中

M =
d11 d12

d21 d22

, q =
q1

q2

, ÛE =τÛq2 .

3　动态伺服及轨道方程
　　定义 1　对于系统Ûx = f ( x , u) , x ( t0 ) = x0 ,在

控制作用下 ,对于任意给定轨迹γ( t) 及允许误差δ,

若 ϖ T0 使得 t > T0 时有 | x ( t) - γ( t) | <δ成立 ,

则称其为伺服轨迹跟踪 ;若 ϖ T0 及 ti > T0 ( i = 1 ,

2 , ⋯) 使得 | x ( ti ) - γ( t i ) | <δ,则称其为动态伺服

轨迹跟踪.

　　考虑到欠驱动系统的特性 ,将伺服轨迹跟踪定

义中以轨迹γ( t) 为约束弱化为以其上离散点γ( ti )

为约束.因此动态伺服控制的目标之一是 ,系统可以

在某一时刻达到给定点附近可接受范围内 ,这里强

调时刻而非时刻之后 ,是因为对于欠驱动系统并非

任意点都可以实现完全镇定.另外由于相平面中存

在极限环 ,对于未处于平衡态的欠驱动系统 ,系统中

存在着周期运动 ,因此动态伺服的另一个目标是系

统可以周期性地到达给定位置. 前者称为可达性 ,

后者称为可重复性.下面给出动态伺服控制定义.

　　定义 2　对于系统Ûx = f ( x , u) , x ( t0 ) = x0 ,在

控制输入 u( t) 的作用下 ,对于任意给定目标 x d及目

标误差δ, ϖ t1 , t2 , ⋯,使得 | x ( ti ) - x d | <δ, i = 1 ,

2 , ⋯,称该控制为动态伺服控制.

　　这里假设 t i+1 - ti = T , i = 1 ,2 , ⋯,即系统每隔

T时间就会运动到目标位置 x d 附近.从这种运动规

律容易联想到单摆的运动.在一定高度将其释放 ,单

摆会摆动 ,如果不考虑能量损失 ,则它会周期性地摆

动到初始释放高度.

　　类似地 ,可以发现在 Acrobot中 ,当Ûq2 = 0时 ,

系统能量和两杆夹角不再变化 ,从重心 (也可理解为

末端) 看其行为与单杆摆相同 ,系统会沿着一个圆

形周期轨道不断摆动 ,轨道半径由 q2 决定 ,轨道最

高点由初始能量 E决定.将目标点取为最高点 :[ q1 ,

q2 , Ûq1 , Ûq2 ] = [ q1 d , q2 d ,0 ,0 ].系统输出方程选取为 y

= [ E , q2 ]T ,则周期轨道可描述为

y = [ Ed , q2 d ]T , (3)

其中 Ed =θ4 gsin q1 d +θ5 gsin ( q1 d + q2 d ) .

　　周期轨道沿着给定轨迹调整 ,只需通过控制使

系统收敛到周期轨道 ,即可实现动态伺服轨迹跟踪.

4　控制器设计
　　要使系统收敛至周期轨道 (3) ,需要对 E和 q2

进行控制.构造如下形式的 L yap unov函数 :

V =
1
2

k Ee2
E +

1
2

kDÛq2
2 +

1
2

k Pe2
q2 . (4)

其中 :eE = E - Ed , eq2 = q2 - q2 d , k E , kD , k P为正常

数.

4 . 1　反馈控制律设计

　　记

Δ = d11 d22 - d21 d12 ≥0 ,ρ= d11 /Δ > 0 ,

ρ3 = minρ= min
θ1 +θ2 + 2θ3 cos q2

θ1θ2 - (θ3 cos q2 ) 2 > 0 , (5)

Etop 为垂直向上时系统所具有的势能.

　　结论 1　对于系统 (1) ,当满足条件

kD > 2 k E Etop /ρ3 (6)

时 ,在反馈控制律

τ=
- kV Ûq2 - k Peq2 -

kD

Δ [ d21 ( h1 + <1 ) - d11 ( h2 + <2 ) ]

k Ee E + kD d11 /Δ

(7)

的作用下 ,Lyap unov函数 (4) 收敛 ,对应状态收敛至

eE →e3
E ; eq2 →e3

q2 . (8)

　　证明 　将式 (4) 对时间求导可得

ÛV = Ûq2 ( k Ee Eτ+ kD q̈2 + k Pe q2
) . (9)

显然 V 为正定函数 ,若有

k Ee Eτ+ kD q̈2 + k Pe q2 = - kvÛq2 , (10)

则有 ÛV = - kV Ûq2
2 成立.由 Lyap unov理论可知 ,系统

必收敛.由式 (1) 可求得
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q̈2 = [ d11τ+ d21 ( h1 + <1 ) - d11 ( h2 + <2 ) ]/Δ.

(11)

代入式 (10) 有

( k Ee E + kD d11 /Δ)τ=

- kV Ûq2 - k Pe q2 -
kD

Δ [ h21 ( h1 + <1 ) - d11 ( h2 + <2 ) ].

若有 k Ee E + kDρ≠0 ,则式 (7) 成立.

　　因为 Ed ∈[ - Etop , Etop ] ,若式 (4) 收敛则有 E

∈[ - Etop , Etop ] ,所以 eE ∈[ - 2 Etop ,2 Etop ].

　　为使得控制律非奇异 ,只须满足

k Ee E + kDρ > 0 ] min ( k Ee E + kDρ) > 0 Ζ
- 2 k E Etop + kDρ3 > 0 Ζ kD > 2 k E Etop /ρ3 .

因此 ,在式 (6) 成立的条件下 ,反馈控制律 (7) 非奇

异 ,系统 (1) 在式 (7) 的作用下收敛.当 t →∞时有ÛV
→0 ] Ûq2 →0 ,并有式 (8) 成立. □

4 . 2　终值分析

　　在控制律 (7) 的作用下 ,系统最终会达到稳定

状态 ,误差变量会收敛到 2个常数 ,但并不一定收敛

到零 ,下面对这 2种情况进行讨论.

　　(1) e3
E = 0

　　当 t →∞时有 eE →e3
E = 0 ,另由式 (8) 可知 ,

q̈2 →0 , Ûq2 →0 .代入式 (10) 可得

eq2 →e3
q2 = 0 . (12)

这种情况是所期望的 ,下面分析此时的系统行为.

　　稳态时有 e3
q2 = 0 ,但 q1 的状态仍然没有确定 ,

假设Ûq1 = 0 , q1 →q3
1 ,代入式 (1) 有

θ1 gcos q1 +θ5 gcos ( q1 + q2 d ) = 0 ,

θ5 gcos ( q1 + q2 d ) =τ. (13)

另外 ,由

e3
E =

θ4 g ( sin q3
1 - sin q1 d ) +θ5 g ( sin ( q3

1 + q2 d ) -

sin ( q1 d + q2 d) ) = 0 ] q3
1 = q1 d ,

代入式 (13) 有

θ1 gcos q1 d +θ5 gcos ( q1 d + q2 d ) = 0 . (14)

显然 ,式 (14) 并不是对于任意 q1 d 均成立的 ,事实

上 ,只对重心位于中垂线上的状态成立.这里假定目

标位置不包括这些点 ,则式中存在矛盾 ,故 Ûq1 ≠0 .

稳态时系统仍然运动 ,此时有

　d11 q̈1 +θ4 gcos q1 +θ5 gcos ( q1 + q2 d ) = 0 , (15)

　d21 q̈1 +θ3 Ûq2
1 sin q2 d +θ5 gcos ( q1 + q2 d ) =τ. (16)

式 (15) 化简可得

d11 q̈1 = A 2 + B2 cos ( q1 + <) . (17)

其中

A = - θ4 g - θ5 gcos q2 d , B =θ5 gsin q2 d ,

< = arctan A/ B .

　　可见稳定时 ,系统状态并非静止 , q1 的运动轨

迹满足单摆方程 ,它按照单摆运动规律作周期运动.

　　(2) e3
E ≠0

　　当 t →∞时 ,由式 (8) 可知 , q̈2 →0 ,Ûq2 →0 .式

(8) 代入式 (10) 可得

k Ee 3
Eτ3 + k Pe 3

q2 = 0 . (18)

这种情形是应该避免的 ,下面分析此时的系统行为.

　　由式 (18) 可知稳态时应有

e3
E = const , q3

2 = const ,τ3 = const .

q1 未定 ,假设Ûq3
1 ¢ 0 .将稳态终值代入式 (1) 有

τ3 = -
d21

d11
(θ4 gcos q1 +θ5 gco s ( q1 + q3

2 ) ) +

θ3 Ûq2
1 sin q3

2 +θ5 gcos ( q1 + q3
2 ) . (19)

将式 (19) 对时间求导有

A sin q1 - Bcos q1 = 0 ,

A =θ2θ4 + 2θ3θ5 + (θ3θ4 - θ1θ5 ) cos q3
2 - 3θ3θ5 cos2 q3

2 ,

B = (2θ3θ4 +θ1θ5 + 3θ3θ5 co s q3
2 ) sin q3

2 . (20)

　　式 (20) 中 , A 和 B 为常数.当它们不同时为零

时 ,方程有解 ,此时有 Ûq1 = 0 ,出现矛盾 ,假设不成

立 , q1 →q3
1 ,系统稳态是静止的.

　　对不同时为零的条件需要进行分类讨论 ,相关

结论参见文献 [5 ] ,该条件与 Acrobot 参数有关 ,一

般均能满足.在该条件下 ,可以得到

τ3 = - θ4 gcos q3
1 =θ5 gcos ( q3

1 + q3
2 ) , (21)

e3
E =θ4 g ( sin q3

1 -ε1 ) +θ5 g ( sin ( q3
1 + q3

2 ) -ε2 ) ,

(22)

其中ε1 = sin q1 d ,ε2 = sin ( q1 d + q2 d ) .由式 (21) 可推

出

θ5 cos ( q3
1 + q3

2 ) +θ4 cos q3
1 = 0 . (23)

考虑到系统重心在水平方向分量为

rcx =

m2 lc2 cos ( q1 + q2 ) + ( m1 lc2 + m2 l1 ) cos q1

m1 + m2
=

θ5 cos ( q1 + q2 ) +θ4 cos q1

m1 + m2
. (24)

　　由此可知 ,稳定时 ,系统重心在竖直位置 ,这样

的位置共有 4种 ,如图 2所示.由系统特性知 ,位置 1

和 2是不稳定的 ,只要有少许扰动就会脱离稳定状

图 2　闭环系统中 4种奇异状态
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态 ,位置 3和 4是稳定的.这些奇点会干扰系统的运

动过程 ,为了实现动态伺服控制目标 ,需要分析这些

奇点的性质及其对系统收敛性的影响.

4 . 3　奇点与收敛条件

　　结合方程 (18) 和 (21) ,整理化简可得

θ5 gcos ( q3
1 + q3

2 ) +θ4 gcos q3
1 = 0 , (25)

k Pe 3
q2 - k E (θ4 g ( sin q3

1 - ε1 ) +

θ5 g ( sin ( q3
1 + q3

2 ) - ε2 ) )θ4 gcos q3
1 = 0 . (26)

记β=θ4 /θ5 ,λ = k P / k Eθ4θ5 g2 ,由式 (25) 可得

cos q3
1 cos q3

2 = sin q3
1 sin q3

2 - βcos q3
1 . (27)

结合式 (27) ,式 (26) 可化简为

0 =λe 3
q2 + (ε1β+ε2 ) cosq3

1 - sin q3
2 . (28)

记δ= (cos q3
2 +β) 2 + sin2 q3

2 ,由式 (27) 可得

cos q3
1 =±sin q3

2 /δ. (29)

代入式 (28) ,化简得

λq 3
2 - λq2 d = [1 º (ε1β+ε2 ) /δ]sin q3

2 . (30)

这是一个超越方程 ,它的根与奇点相对应 ,可以用图

解法来直观地理解方程解的位置及数量.

　　方程右边除了与 q3
2 有关外 ,还与β, q1 d , q2 d 有

关.ε1β+ε2 的取值范围是[ -β- 1 ,β+ 1 ] ,这里给出

β= 1 . 5 ,ε1 =ε2 = 1时的曲线 ,如图 3所示.其中

　　　　　　y1 =λ( q2 - q2 d ) ,

　　　　　　y2 = (1 +
ε1β+ε2
δ ) sin q2 ,

　　　　　　y3 = (1 -
ε1β+ε2
δ ) sin q2 .

图 3　β = 1. 5 ,ε1 =ε2 = 1时超越方程对应曲线

　　方程左边是一个过点 ( qd
2 ,0) 的直线簇 ,其斜率

为λ > 0 ,直线与曲线交点即为方程的根.从图中可

以看出 ,方程至少有一个根.另外 ,λ越大 ,超越方程

根越少且越靠近 qd
2 .

　　尽管可以通过参数计算使系统奇点数目减少 ,

但由于动态伺服问题控制目标的任意性 ,奇点不能

完全消除.虽然一个大的斜率可以使得奇点数目减

少 , 但却对动态特性产生不良影响. 由于λ =

k P / k Eθ4θ5 g2 , 过大的斜率会使得 k P µ k E . 而在

L yap unov函数 (4) 中 , k P和 k E是分别保证 q2和 E快

速平稳收敛的 ,如果 k P µ k E ,则会使能量收敛过慢 ,

因此二者不能相差太大.在文献[5 ]中 ,作者只给出

了 k P = 22时的仿真结果也正是这个原因.

　　结论 2　对于系统 (1) ,在条件 (6) 成立的前提

下 ,采用式 (7) 中的反馈控制律 ,目标点 [ Ed , q2 d ]是

全局渐近稳定的.

　　证明 　证明过程利用了 Lassell 不变性原

理[10 ] :设 V : Rn →R是连续可微的 ,集合Ωc = { x ∈

Rn :V ( x) ≤c} 是有界的 ,且对所有的 x ∈Ωc , ÛV ≤

0 .定义 S <Ωc为 S = { x ∈Rn : ÛV ( x) = 0} .令 M为

S中最大的不变集 ,则对任何 x0 ∈Ωc ,当 t →∞时 ,

φ( t , x0 ,0) 必趋于 M.

　　显然文中定义的 L yap unov函数 (5) 满足定理

中的条件 ,可知系统会收敛到其最大的不变集.该不

变集由 ( Ed , q2 d ) , ( E3 , q3
2 ) 构成.容易证明前者是局

部渐近稳定的 ,下面分析 ( E3 , q3
2 ) 的稳定性.

　　对于平衡点 xe , 考虑其邻域 A :V ( x) <

V ( x 3
e ) ;对于平衡点 x 3

e ,考虑其邻域 B :B ( x 3
e ) <δ,

并记 C : A ∩B .根据Lassell原理 ,取 c = V ( x 3
e ) ,此

时从Ωc 内任一点出发的轨线必会收敛到Ωc 内的惟

一不变集 x e .即不论δ取多小 ,总有点存在 (至少包

含 C中的所有点) ,使得以它们为起点的轨线最终不

收敛于 x 3
e ,因此 x 3

e 是不稳定的.

　　综上 ,闭环系统的稳定平衡状态只有一个 ,在

反馈控制律作用下 ,系统会最终收敛到目标位置. □

　　注 1　尽管目标位置是渐近稳定的 ,但初始位

置对收敛过程有很大影响 ,如果初始位置位于Ωc 内

部 ,则系统会直接收敛至目标位置 ;若其位于Ωc 外

部 ,则奇点的吸引作用会使系统收敛很慢 ,以至于在

小时间范围内认为它是不收敛的.

5　仿真实验
　　采用下述参数来进行仿真实验 : m1 = 1 kg ,

m2 = 1 kg , l1 = 1 m , l2 = 2 m , lc1 = 0 . 5 m , lc2 = 1 m ,

I1 = 0 . 083 kg·m2 , I2 = 0 . 33 kg·m2 , g = 10 m/ s2 .

取参数[5 ] kD = 15 , k E = 0 . 5 , k P = 22 , kV = 45 .

　　图4给出了单点给定时的仿真结果 , (a) 目标为

[ q1 d , q2 d ] = [0 ,1 ] ,由于能量较大 ,控制作用较强 ,

奇点作用不明显 ,系统经过 10 s到达目标位置 ; ( b)

目标为[ q1 d , q2 d ] = [ - 1 ,1 ] ,控制作用较弱 ,奇点作

用明显 ,系统在奇点附近作小幅度振荡 ,直到 400 s

时才收敛到目标值.

　　图 5给定轨迹 y = 2 ,其上离散点选取 (1 ,2) 和

(2 ,2) .从仿真曲线上可以看出系统收敛到目标点 ,

并且沿着周期轨道实现了对目标轨迹的动态跟踪.
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图 4　单点给定仿真结果

图 5　轨迹跟踪仿真结果

6　结 　　论
　　本文研究了 Acrobot 系统中的动态伺服控制问

题.通过类比得到周期轨道的描述方程 ,并结合

L yap unov理论设计了基于能量的控制器 ;最后重点

分析了闭环系统中控制器参数、奇点与收敛性之间

的关系 ,实现了轨迹的动态伺服跟踪 .对于所设计

的控制器 ,仍然存在一些问题 ,其闭环奇点不能消

除 ,虽然不影响整体收敛性 ,但会极大影响收敛速

度 ;另外 ,在实际应用中会出现控制输入、状态变量

受限等一系列问题 ,这些问题仍需进一步研究解决.
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