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基于最小二乘拟合的模糊隶属函数构建方法
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摘  要: 针对当前模糊隶属函数构造方法中存在的问题, 提出一种构造模糊隶属函数方法. 采用最小二乘法拟合离

散数据来获得隶属函数. 为减小拟合误差, 采用了 3 项措施以达到预期目标. 所构建的隶属函数, 对任意输入物理量

可直接得到其对应模糊语言变量的隶属度,从而有效避免专家指定隶属度的主观臆断性及不一致性.该方法简单、求

解精度高, 具有广泛适用性和较强的应用价值. 仿真结果证实了该方法的有效性.
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Abstra ct: This paper proposes a approach for constructing fuzzy membership functions considering some problems

existing in some cur rent methods. The approach employs least squar es to fit discr et e data, and their membership

funct ions ar e obtained. To decr ease f itting error s, three measures are adopted. For any input datum, its

corresponding member ship degree can be obtained directly by the constructed membership function. Subjectivity and

unconsistency generat ed by experts can be avoided. T his approach has simplicity, high accuracy and wide

applicability. The simulation results show t he effectiveness of this approach.
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1  引   言
  模糊集理论由 Zadeh 首次提出后, 得到了迅速

发展,并广泛应用于控制系统、人工智能、数据挖掘、

模式识别等领域
[ 124]

. 在应用模糊集理论时, 一个不

容忽视的问题是隶属函数的构建,它是正确运用该

理论的关键[ 1, 5] .

  构造出符合客观实际的隶属函数, 是应用模糊

集理论的难点之一, 至今尚未完全解决
[ 1, 4, 6]

. 目前

构造隶属函数的方法主要有:模糊统计法、指派方

法、二元对比排序法等[ 4, 7] . 模糊统计法可得到论域

U下各分组区间的隶属度, 其隶属函数一般采用扎

德法离散化表示
[ 4, 7]

, 且区间大小直接影响隶属函

数精度.指派法根据研究对象的性质,套用现成的某

种模糊分布,普遍认为是一种主观的方法[ 4] ,该方法

受限于指派者的经验知识.二元比较法主要用于难

以直接给出隶属度的模糊集,通过两两比较确定两

个元素隶属度大小,在进行总体的排序后,将定性的

顺序转换为定量的隶属函数.但二元比较法获得的

隶属函数是离散表示的
[ 4]
.

  为获得更符合客观实际的连续隶属函数,人们

提出在获得离散数据点的情况下采用拟合、逼近及

插值等方法, 取得了一定的研究成果
[ 1, 8, 9]

. 但这些

成果也存在着不足,如文献[ 8]所求取的隶属函数形

式是基于梯形隶属函数的一种推广, 尽管可通过共

轭梯度搜索算法来求取满足约束条件下的参数, 确

定最终的隶属函数形式, 但其拟合误差值仅在给定

的形式及其精度下最小,总体误差仍不容忽视. 文献

[ 9]采用 bÛezier 曲线逼近方式, 当曲线的幂次较低
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时,修改曲线的功能较弱, 此时灵活性受到限制. 文

献[ 1, 9]需确定控制点数目及位置,且控制点数目会

对拟合出的隶属函数精度造成影响.

  由离散数据点构造隶属函数时,离散点本身不

一定非常准确, 不必精确地通过各点,只需构造出的

隶属函数符合离散点分布的总体轮廓, 并尽可能接

近已知的数据. 基于这一思想,本文尝试通过最小二

乘法来构建隶属函数,并取得了较好的效果. 最小二

乘法是一种数学优化技术, 它建立在误差控制基础

上,通过最小化误差的平方和找到一组数据的最佳

函数匹配
[ 10212]

.该方法可拟合任意给定数据集合下

具有总体最小误差的隶属函数,其方法简单, 求解精

度高,可考虑作为实际应用时构建隶属函数的一种

方法.

2  最小二乘法原理

  设 f 是在m个点x i I [ a , b] 上给定的离散函

数,其离散实验观测数据为( x i , f ( x i ) ) ( i = 1, 2, , ,

m) .取 5为线性空间

5 = span{U0 ( x) , U1 ( x) , , , Un( x) },

其中 U0( x) , U1( x) , , , Un( x) 是[ a , b] 上线性无关

组.对于任意拟合函数 s( x) I 5,残差为

Di = f ( x i ) - s( x i ) , i = 1, 2, , , m.

残差平方和为

+D+ 2
2 = E

m

i= 1
Q( x i )D2i =

E
m

i= 1
Q( x i ) ( f ( x i ) - s( x i ) )

2
, ( 1)

其中Q( x i ) ( i = 1, 2, , , m) 为权函数,表示该离散点

的重要程度.这时,最小二乘法即为求一函数

s
*

( x) = E
n

j = 0
a

*
j Uj ( x) , n [ m- 1, ( 2)

使残差平方和满足

+ D+ 2
2 = E

m

i= 1
Q( x i ) ( s* ( x i ) - y i ) 2 =

min
s I 5 E

m

i= 1
Q( x i ) ( s( x i ) - y i )

2
. ( 3)

其中: s( x) = E
n

j = 0
aj Uj ( x) 为属于 5线性空间上的任

意拟合函数; s
*

( x) 称为 f 在m个点x i ( i = 1, 2, , ,

m) 上的最小二乘解,即为残差平方和最小的拟合函

数
[ 11, 12]

.

  针对本文所讨论的隶属函数拟合问题, 设各离

散点的重要程度均相同, 即取 Q( x i ) = 1( i = 1, 2,

, , m) ,取 5为多项式空间5 = P n = span{1, x, , ,

x
n
},这时所求最小二乘解为

    s
*

( x) I P n ,

 s
*

( x) = a
*
0 + a

*
1 x + , + a

*
n x

n
= E

n

j= 0
a
*
j x

j
.

(4)

3  最小二乘拟合问题求解方法
  已知一组具有m对的离散数据( x i , f ( x i ) ) ( i =

1, 2, , , m) ,其拟合问题转化为求多元函数

F( a0 , a 1 , , , an) = E
m

i = 1
( f ( x i ) - s( x i ) ) 2 ,

n [ m- 1 (5)

的极小值.

  由求极值的必要条件,可得

5F
5ak

= 5[ E
m

i = 1
( f ( x i ) - s( x i ) ) 2

] /5a k =

2 E
m

i= 1
( f ( x i ) - E

n

j= 0
ajx j

i ) (- xk
i ) = 0,

k = 0, 1, , , n. (6)

其二阶导数为

52 F
52 ak

= 5[2 E
m

i= 1
( f ( x i ) - E

n

j = 0
ajx

j
i ) (- x

k
j ) ] /5a k =

2 E
m

i= 1
x2k

i > 0, k = 0, 1, , , n. (7)

  由式(6) 和(7) 可知,式(5) 所表达的函数 F 是

非负上无界二次函数, 无最大值, 但可达到最小值.

故按式(6) 计算所得到唯一解 a*
j ( j = 0, 1, , , n) 可

使函数 F 在( a*
0 , a*

1 , , , a*
n ) 达到最小值. 将式(6)

整理得

E
n

j = 0
( E

m

i= 1
xk+ j

i ) aj = E
m

i= 1
f ( x i ) xk

i ,

k = 0, 1, , , n. (8)

  将式(8) 写成 A# b = c矩阵表示形式为

m E
m

i= 1
x i , E

m

i= 1
xn

i

E
m

i= 1
x i E

m

i = 1
x2

i , E
m

i= 1
x n+ 1

i

s s w s

E
m

i= 1
x

n
i E

m

i= 1
x

n+ 1
i , E

m

i= 1
x

2n
i

a0

a1

s

an

=

[ E
m

i= 1
f ( x i )  E

m

i= 1
f ( x i ) x i  ,  E

m

i= 1
f ( x i ) x

n
i ]

T
.

(9)

其中: A 为式(9) 中 n + 1阶系数矩阵,

 b = ( a0 , a1 , , , a n)
T
,

 c = ( E
m

i= 1
f ( x i ) , E

m

i= 1
f ( x i ) x i , , , E

m

i= 1
f ( x i ) x

n
i )

T
.

  将已知离散数据( x i , f ( x i ) ) ( i = 1, 2, , , m)代

入式(9) ,可得系数矩阵A及向量 c.又因线性空间 5

1264
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= P n = span{1, x, , , x
n
}. 其中: 1, x, , , x

n
线性无

关; n [ m- 1; A为非奇异矩阵,即 | A | X 0. 可按式

b = A- 1 # c计算出向量b, 则 s* = E
n

j= 0
ajx j 即为所求

得的线性最小二乘解.

4  数据拟合要点

4. 1  离散数据点获取

  设某一模糊语言变量v描述的参数是连续变化

物理量 u, 经模糊统计法[ 7] 得到 m个相邻区间段

[ ai , ai+ 1 ] ( i = 0, 1, , , m- 1) 的隶属度值.令各区间

中点元素 x i = ( ai + ai+ 1 ) / 2代表该区间, 对应隶属

度 L( x i ) 为该区间的隶属度, 由此得到二维空间下

m个离散数据点( x i , L( x i ) ) ( i = 0, 1, , , m- 1) . 目

的是避免隶属函数在分段点处突变, 而同一分段内

隶属度又无任何变化的缺陷, 从而为得到更符合客

观对象本质的连续隶属函数提供了条件.

4. 2  拟合精度保证措施

  为减少截断误差, 降低存储精度要求限制, 提

高拟合精度,提出以下 3项措施.

  1) 数据类型设置.在程序设计时将待求解系数

的数据类型设定为双精度.

  2) 物理量原始数值 u转换处理.对物理量原始

数据按以下步骤进行处理:

  Step1: 在待拟合数据集合中按物理量u升序排

列数据对(已按升序排列的该步省略) .

  Step2: 找到排序后原始物理量数值的中间值,

将该值转换为在 100 量级内, 记录转换系数 t , 对应

隶属度值保持不变.

  Step3: 将该集合内所有物理量数据 u按式x =

ut 进行转换处理,相应隶属度值不作改动.

  Step4: 计算得到所求区间离散点集合内的连

续隶属函数表达式.

  Step5: 在该模糊语言变量 v 下, 求任意一个属

于该区间内物理量 u 的隶属度时, 先将该物理量按

x = ut进行转换后代入Step4中得到的表达式,求得

隶属度 L( x) .

  3) 多项式变量系数精度.得到的程序计算结果

中,对多项式不同阶变量的系数采用不同的精度. 其

原则为:变量次数越高, 保留其系数的精度也越高,

直观上体现在小数点后保留的位数越多;反之,则系

数精度低.

  在以上 3项措施中,第 1 项措施保证了拟合精

度,以减小截断误差;第 2项措施降低对存储中间及

结果计算数据的高精度限制要求, 有效地减少因存

储精度不够所带来的截断误差的影响;第 3项措施

减小高次变量系数精度不足带来的截断误差, 保证

所求隶属度的精度.

4. 3  拟合多项式阶数 n的确定

  多项式阶数 n确定原则:先设定拟合多项式阶

数 n的初值和拟合的最大允许误差e .为保证得到唯

一解,阶数 n初值必须小于离散点数m.求出 n阶多

项式拟合时残差平方和E = +D+
2
2 . 当E < e时, 说

明用 n阶多项式拟合可满足精度要求;否则, 增加

拟合多项式的阶数, 直至满足要求为止.

  为提高一次拟合满意率, 对于阶数 n初值的设

定问题,通过 75组离散数据在Matlab 7. 0下进行了

拟合实验.结果显示:在离散数据点数量较多(一般

大于 6个) 时, n取 3或 4可得到较为理想的拟合结

果;在数据点较少(m [ 6) 时, n取2或1拟合效果较

好.在数据点数目 m m n时,继续增大阶数 n, 拟合

精度提高并不明显,而计算量却显著增加.表 1给出

了构建隶属函数时选取阶数 n初值的参考值.
表 1  阶数 n 初值设置

离散点数 m m [ 6 m > 6

初设阶数 n 1或 2 3或 4

5  仿真研究

  由 4. 1节建立起来的离散数据如表 2所示. 根

据表 2数据特点, 建立隶属函数形式如下:

L( x) =

0, u < 135;

LL ( x( u) ) , 135 [ u [ 338;

1, 338 < u < 367;

LR( x( u) ) , 367 [ u [ 570;

0, u > 570.

(10)

该隶属函数在形式上与文献[9] 基本一致, 但在构

造 LL ( x) 和 LR( x) 时采用了截然不同的方法,即最

小二乘法.由表 1,选取阶数初值 n = 4,并设最大允

许误差 e = 0. 01.
表 2  离散数据下的隶属度

u 135 164 193 222 251 280 309 338

L( u) 0 0. 11 0. 3 0. 55 0. 79 0. 86 0. 98 1

u 367 396 425 454 483 512 541 570

L( u) 1 0. 91 0. 82 0. 78 0. 65 0. 35 0. 2 0

  由表中数据得到转换系数 t = 0. 01,且x = ut .

按 Step1 ~ Step3对物理量数据u进行处理,并基于

最小二乘的计算方法, 结合Matlab 矩阵计算优势,

编程环境选在Matlab 7. 0下进行.在得到的计算结

果中,对高次变量系数保留高的精度,以减小可能的

截断误差.由此得到 LL ( x) 和 LR( x) 表达式如下:

 LL ( x ) = 0 D ( 1 C (5. 665- 11. 081 4x +

     7. 446 416x2 - 1. 9919344x3 +

     0. 188 783 140 3x4) ) , (11)

1265
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 LR( x) = 0 D (1 C ( 115. 097 - 100. 9412x +

    33. 237 630x
2
- 4. 8186873x

3
+

    0. 2584045721x
4
) ) . (12)

  式(11) 和(12) 即为式(10) 隶属函数中所求闭

区间上的函数表达式.其中操作符/ D0及/ C0定义

如下:

a D b =
def

max{a, b},

a C b =
def

min{a, b}.

  由于最小二乘法拟合的曲线不必精确通过各

离散点, 在分段点附近的隶属度可能存在对[0, 1]

越界的可能性. 通过以上操作, 可有效克服这种缺

陷.

  为验证物理量级处理的效果, 以表 2数据构造

式( 10) 中 LL ( x) , 并进行了比较试验. 结果显示:

LL ( x ) 最高次多项式系数由未处理前的 10- 9 量级降

为处理后的 10- 1 量级,构建出的隶属函数对正确求

解隶属度无影响,从而极大地降低了对中间和结果

数据存储精度的要求, 有效地减少了因存储精度不

够所带来的截断误差的影响. 由此,得到拟合后的隶

属函数曲线如图 1所示.

图 1 最小二乘拟合得到的隶属函数曲线

  在阶数n = 4时, 按式( 1) 计算隶属函数与离散

点的总残差平方和 E = + D+ 2
2 = 0. 008706 <

0. 01, 因 E < e, 故拟合结果满足精度要求. 由此可

见,总拟合误差较小,拟合精度较高.其方法简单、拟

合能力强、人工干预少,可以考虑作为实际应用中的

求取隶属函数的一种方法.

  本文工作有两点需要说明: 1) 对具有任意分布

形状的离散数据,如何确定阶数 n的最佳值,将是不

断探索的过程; 2) 本文仅提供了基于最小二乘的一

种解法, 此外还可利用正交多项式做最小二乘拟

合
[ 11, 12]

, 尽管是采用最小二乘的不同解法, 但构造

模糊隶属函数的思想和过程是基本一致的.

6  结   论

  本文提出一种构造模糊隶属函数方法,即采用

最小二乘拟合来构建隶属函数. 该方法建立在误差

控制基础上,有效降低了构造隶属函数时的总误差.

在拟合离散数据时, 对表示物理量的数据进行量级

处理,可有效降低对中间及结果数据存储精度的要

求.此外,对程序设计也作了相应要求, 减小了截断

误差.在得到的计算结果中,对高次变量系数保留高

的精度,以保证求取隶属度的精度. 其方法简单、拟

合能力强、人工干预少.仿真结果进一步证实了该方

法的有效性.
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图 4  系统状态变量 x的仿真结果

图 5  系统输出 y的仿真结果

5  结   论

  对于传统极值搜索控制系统设计中存在的缺

陷,考虑到被控系统存在的非线性和不确定性,本文

构建了极值搜索算法与被控对象的一体化设计框

架,利用终端滑模控制策略,实现了极值搜索控制系

统的一体化设计方法. 该方法确保了搜索通道能迅

速寻找到系统的最优值, 同时控制通道可收敛至最

优值附近的邻域内. 仿真结果对比分析表明, 这种一

体化设计方法在系统的动态性能和鲁棒性方面都有

较大提高,同时验证了该方法的有效性和分析的正

确性.
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