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一种改进的 T2S模糊系统稳定性分析方法
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摘　要 : 提出一种改进的方法以降低 T2S模糊系统稳定性判定方法的保守性.通过定义有效最大交叠规则组

( EMOR G) ,提出一个改进的充分条件以保证模糊模型全局二次渐近稳定.此条件仅需在每个有效最大交叠规则组

内分别寻找一个局部公共正定矩阵.以往的稳定性判定方法作为特例被包含在所提出方法中.仿真结果验证了该方

法的有效性 .
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Abstract : This paper proposes an approach to improve the conservatism of those stability conditions of T2S fuzzy

system. By using the concept of the efficient maximal overlapped2rules group ( EMOR G) , an improved sufficient

condition is derived to guarantee the quadratic stability of the fuzzy model globally , which only requires finding a local

common positive definite matrix in each EMOR G. Moreover , the proposed stability condition includes previous result s

as special cases. Simulation result s show the effectiveness of the proposed stability condition.
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1　引　　言
　　自从 Tanaka和 Sugeno [ 1 ]提出了在所有子系统

中寻找一个公共正定矩阵 P来判定模糊系统的稳定

性以来 ,众多学者[228 ,10 ] 一直致力于降低上述方法

的保守性 ,因为当规则数较大时 ,寻找这个公共正定

矩阵是非常困难的. 文献 [8 ] 提出了一个新的稳定

性判别方法 ,即对于输入变量均采用双交叠模糊分

划的模糊系统 ,仅需在每个最大交叠规则组中分别

寻找一个局部公共正定矩阵 P1 , P2 , ⋯, PG即可判别

系统的稳定性 ,这里 G代表最大交叠规则组数 ,并将

这些理论应用于船舶减摇鳍的控制中.但在文献[8 ]

所提出的稳定性判据中 ,除了 2 n规则以外 ,其他 T2S

模糊系统中的任一规则均被包含于一个以上的最大

交叠规则组中 ,并且被包含于一个以上最大交叠规

则组中的任一规则必须满足一个以上 L yap unov不

等式 ,这里 n代表输入变量数.因此 ,无论应用文献

[1 ]提出的判别方法还是文献[8 ]提出的判别方法 ,

这些方法均具有保守性 ,因为前者的方法中公共正

定矩阵 P需满足 r (规则数) 个 L yap unov不等式 ,而

后者的方法中一组局部公共正定矩阵 P1 , P2 , ⋯, PG

需满足 2n ×G个 L yap unov不等式.对于文献[8 ]中

的方法 ,若能减少最大交叠规则组的数量 ,则需满足

的 L yap unov不等式数量和发现局部公共正定矩阵

的个数均会大大减少 ,相应地 ,上面所提到的两个方

法的保守性也会降低.

在本文中 ,首先定义有效最大交叠规则组集和

有效最大交叠规则组的概念 ;然后针对连续 T2S模

糊系统 ,提出了一个改进的稳定性判据 ,该判据仅需

在每个有效最大交叠规则组中分别寻找一个局部公

共正定矩阵.

2　T2S模糊系统模型及稳定性分析基本理论
　　T2S模糊系统的第 i条模糊规则可描述如下 :



第 11 期 张松涛等 : 一种改进的 T2S模糊系统稳定性分析方法 　 　 　

R i : if x1 ( t) is Fi
1 ,and ⋯,and x n ( t) is Fi

n ,

　　t hen Ûx ( t) = Ai x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, r. (1)

其中 : r为模糊规则数 , Fi
j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 为模糊集 ,

n为输入变量数 , xT ( t) = [ x1 ( t) , x2 ( t) , ⋯, x n ( t) ]

为模糊系统的状态向量.每条规则对应的线性状态

方程称为子系统.

通过单点模糊化 ,乘积推理和中心平均反模糊

化方法 ,模糊控制系统的总体模型为

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
hiA i x ( t) . (2)

其中 : hi = w i / ∑
r

i = 1
w i , w i = ∏

n

j = 1
Fi

j ( x j ( t) ) 是第 i条

规则的激活度.

文献 [2 ] 将传 统 的 L yap unov 直 接 法 中

L yap unov函数进一步放宽 ,得到一个判定控制系统

稳定性的充分条件.

引理 1　考虑系统Ûx = f ( x) , x ∈Rn , f ( x) 是

n ×1的函数向量 ,且 f (0) = 0 .若存在一个分段光

滑的标量函数 V ( x) 满足

1) V (0) = 0 ;

2) 对于所有的 x ≠0 ,V ( x) > 0 ;

3) 当 ‖x‖→∞时 ,V ( x) →∞;

4) 对于所有的 x ≠0 , ÛV ( x) < 0 .

则系统的平衡状态 x = 0是大范围渐近稳定的 ,且

V ( x) 是一个 Lyap unov函数.其中 ,在 V ( x) 的间断

点的左侧和右侧 , ÛV ( x) 分别定义为 V ( x) 的左、右偏

导数.

基于公共 L yap unov函数 , Tanaka和 Sugeno [ 1 ]

提出的判定连续 T2S模糊系统的稳定性判据如下.

引理 2　式 (2) 的模糊系统在平衡点大范围渐

近稳定的充分条件是 :存在一个公共的正定矩阵 P

满足如下 L yap unov不等式 :

AT
i P + PA i < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r. (3)

　　引理 2显示了为判定 T2S模糊系统的稳定性 ,

一个公共正定矩阵 P必须满足 r个不等式 (3) .若规

则数 r较大 ,则很难找到这个公共正定矩阵 P.这种

问题的出现是稳定判据具有较大的保守性所致.

为了降低该判据的保守性 ,文献 [8 ] 在定义了

双交叠模糊分划和最大交叠规则组的概念后 ,提出

一个新的稳定性判据.

引理 3　对于式 (2) 所描述的 T2S模糊系统 ,若

输入变量均采用双交叠模糊分划 ,则模糊系统在平

衡点大范围渐近稳定的充分条件是 :在第 l个最大

交叠规则组中存在一个局部公共正定矩阵 P l 满足

AT
i P l + PlA i < 0 , l = 1 ,2 , ⋯, G. (4)

其中 : i ∈{包含在第 l个最大交叠规则组中的规则

序号} ; G 代表最大交叠规则组的数目 , 且 G =

∏
n

j = 1

( m j - 1) ; m j 是第 j 个输入变量的模糊分划数.

注 1　当 P1 = P2 = ⋯ = PG = P成立时 ,引理

2是引理 3的一个特例.在引理 3中 ,仅有 2n个规则

被分别包含在一个最大交叠规则组中 ,而除了这 2 n

个规则外 , 其他的任一规则需满足一个以上

L yap unov不等式.

引理 3 在一定程度上降低了引理 2的保守性.

然而 ,若能减少最大交叠规则组的个数 ,则那些需满

足的 L yap unov不等式个数会大大减少.相应地 ,一

组被减少个数的局部公共正定矩阵也较容易找到.

3　主要结果
　　本节的主要目的是 ,通过修改引理 3减少满足

不等式 (4) 的数量 ,而 T2S模糊系统的稳定性仍将保

证.

定义 1　一个最大交叠规则组的集合被称为一

个有效最大交叠规则组集 ,若该集合由最少的最大

交叠规则组组成 ,而这些最少的最大交叠规则组包

含 T2S模糊系统的所有规则 ,则被包含在一个有效

最大交叠规则组集的每个最大交叠规则组被称为有

效最大交叠规则组 ( EMOR G) .

定理 1　对于式 (2) 所描述的 T2S模糊系统 ,若

输入变量均采用双交叠模糊分划 ,则模糊系统在平

衡点大范围渐近稳定的充分条件是 :在第 l 个有效

最大交叠规则组中存在一个局部公共正定矩阵 P l

满足

AT
i P l + PlA i < 0 , l = 1 ,2 , ⋯, g. (5)

其中 : i ∈{包含在第 l个有效最大交叠规则组中的

规则序号} ; g代表有效最大交叠规则组的数目 ,有

g =

∏
n

j = 1
( m j + 1

2 ) , m j ∈奇数集 ;

∏
n

j = 1
( m j

2 ) , m j ∈偶数集 ;

∏
m j′∈偶数集

( m j′

2 ) ∏
m j″∈奇数集

( m j″+ 1
2 ) ,

　　j′, j″∈{ 1 ,2 , ⋯, n} , 其他 ;

这里 m j 是第 j 个输入变量的模糊分划数.

证明 　假定系统状态输入为 xT ( t) = [ x1 ( t) ,

x2 ( t) , ⋯, x n ( t) ] ,系统共有 q个交叠规则组 , cl =

{第 l个交叠规则组包含的规则序号} ,各交叠规则

组的作用域为 S l ( l = 1 ,2 , ⋯, q) .

在第 l个交叠规则组作用域 S l内的系统局部模

型为

Ûx = ∑
i∈cl

h iA i x . (6)
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若在 S l 上存在一个公共正定矩阵 P l 满足

AT
i P l + PlA i < 0 , i ∈cl , (7)

选择 V l ( x) = xT Pl x作为 S l 上的一个 L yap unov函

数 ,则容易验证 V l ( x) 在 S l 上满足引理 1中的条件

1) ～ 3) .

对于 x ≠0 ,由式 (6) , (7) 和 hi > 0可知

ÛV i ( x) = lim
Δ→0

1
Δ

( (V l ( x ( t +Δ) ) - V l ( x( t) ) ) =

ÛxT Pl x + xT PlÛx =

(∑
i∈cl

h iA i x)
T

Pl x + xT Pl (∑
i∈cl

h iA i x) =

∑
i∈cl

h i ( xT ( AT
i P l + PlA i ) x) < 0 . (8)

因此 ,V l ( x) 在 S l 上也满足引理 1中的条件 4) .

在各交叠规则组的作用域上定义特征函数

λl ( x) =
1 , x ∈S l ;

0 , 其他 ; ∑
q

l = 1

λl ( x) = 1 .

模糊系统在输入论域上的总模型为

Ûx = ∑
q

l = 1

λl ( x) (∑
i∈cl

h iA i x) .

　　令 P = ∑
q

l = 1

λl P l , 在整个输入论域上构造

L yap unov 函数 V ( x) = xT Px , 则有 V ( x) =

xT ∑
q

l = 1

λl P l x = ∑
q

l = 1

λl x T Pl x = ∑
q

l = 1

λl V l ( x) .容易验证

V ( x) 满足引理 1中的条件 1) ～ 3) . V ( x) 是一个分

段连续函数 ,因此 ,在间断点左侧和右侧的导数分别

取左导数和右导数.由导数定义和式 (8) 可知 ,当 x

≠0时 ,有

ÛV ( x) = dV / d t =

lim
Δ→0

1
Δ

(V ( x ( t +Δ) ) - V ( x( t) ) ) =

lim
Δ→0

1
Δ(∑

q

l = 1

λl V l ( x( t +Δ) ) - ∑
q

l = 1

λl V l ( x( t) ) ) =

∑
q

l = 1

λl (limΔ→0
1
Δ

(V l ( x( t +Δ) ) - V l ( x( t) ) ) ) =

∑
q

l = 1

λl ÛV l < 0

满足引理 1中的条件 4) .因此 ,V ( x) 是式 (2) 的一个

分段 L yap unov函数.

综上所述 ,若输入变量均采用双交叠模糊分划 ,

在式 (4) 模糊控制系统的每个交叠规则组内分别存

在一个公共正定矩阵 Pl 满足式 (7) ,则系统在平衡

状态是大范围渐近稳定的.

由文献[8 ]的性质 2可知 ,只要在各最大交叠规

则组内分别存在一个公共正定矩阵 Pl 满足 A T
i P l +

PlA i < 0即可判定系统稳定.

又由本文中的定义 1可知 ,包含在最大交叠规

则组中的任一规则 ,一定也包含在有效最大交叠规

则组中.所以 ,稳定性判据可简化为只需在各有效最

大交叠规则组内分别存在一个公共正定矩阵 Pl 满

足式 (5) ,即可判定系统稳定. □

注 2　当 P1 = P2 = ⋯ = Pg = P成立时 ,引理

2仅是定理 1的特例.而且 ,在引理 3中的局部公共

正定矩阵 P1 , P2 , ⋯, PG所需满足的 Lyap unov不等

式可由定理 1 中的这组局部公共正定矩阵 P1 , P2 ,

⋯, Pg 所需满足的 L yap unov不等式来表示. 因此 ,

引理3也是定理 1中的一个特例.引理2 ,引理3和定

理 1三者之间的关系如图 1所示.

图 1　定理 1与引理 2 ,引理 3之间的关系

注 3　对于 m j 属于偶数集的情况 ,仅存在一个

有效最大交叠规则组集 ;而对于 m j 不属于偶数集并

且对任意 m j > 3的情况 ,有效最大交叠规则组集的

个数大于 1 .这种情况下 ,可选用任一有效最大交叠

规则组集判别模糊系统的稳定性.

定理 1与引理 3之间保守性的比较结果如表 1

所示.

表 1　定理 1与引理 3之间保守性的比较

n m1 m2 m3 r Γ Θ Υ Ξ

1

1

2

2

2

2

3

3

3

3

4

5

4

4

5

5

4

4

4

5

0

0

4

5

5

6

4

4

5

5

0

0

0

0

0

0

4

5

6

5

4

5

16

20

25

30

64

80

120

125

3

4

9

12

16

20

27

36

60

64

2

3

4

6

9

9

8

12

18

27

6

8

36

48

64

80

216

288

480

512

4

6

16

24

36

36

64

96

144

216

　　表 1中 : n为输入变量数 , m j ( j = 1 ,2 ,3) 为第 j

个输入变量的模糊分划数 , r为模糊系统的规则数 ,

Γ和Θ分别为在引理 3和定理 1中需找到的局部公

共正定矩阵的个数 ,Υ和Ξ分别为在引理 3和定理 1

中需满足的 L yap unov不等式的个数.

通过表 1 可知 ,定理 1无论是在所需寻找的局

部公共正定矩阵个数方面 ,还是在需求解 L yap unov

不等式的个数方面 ,均大大低于引理 3 中所需求的
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个数.由此可见 ,定理 1降低了引理 3的保守性.

4　仿真分析
　　在本节中 ,仅针对 m j ∈偶数集的情况进行稳

定性分析.

考虑如下 T2S模糊系统 :

R i :if x1 ( t) is Fi
1 and x2 ( t) is Fi

2 ,

t hen Ûx ( t) = Ai x ( t) . (9)

其中 : i = 1 ,2 , ⋯,16 ;两个输入变量 x1 ( t) 和 x2 ( t)

的模糊分划分别为 F1 m ( x1 ( t) ) ( m = 1 ,2 , ⋯,4) 和

F2s ( x2 ( t) ) ( s = 1 ,2 , ⋯,4) ,并满足双交叠模糊分划

的条件 ,如图 2所示.

图 2　m1 = m2 = 4时的模糊分划平面图

模糊集和系统参数如下 :

F1
1 = F2

1 = F3
1 = F4

1 = F11 ,

F5
1 = F6

1 = F7
1 = F8

1 = F12 ,

F9
1 = F10

1 = F11
1 = F12

1 = F13 ,

F13
1 = F14

1 = F15
1 = F16

1 = F14 ,

F1
2 = F5

2 = F9
2 = F13

2 = F21 ,

F2
2 = F6

2 = F10
2 = F14

2 = F22 ,

F3
2 = F7

2 = F11
2 = F15

2 = F23 ,

F4
2 = F8

2 = F12
2 = F16

2 = F24 .

A1 =
- 0 . 01 0 . 3

0 - 3 . 26
, A2 =

- 2 3

1 - 4
,

A3 =
- 2 2

0 - 4
, A4 =

- 0 . 01 3

0 - 3
,

A5 =
- 1 1 . 99

1 - 2
, A6 =

- 2 1 . 99

1 - 2
,

A7 =
- 0 . 01 3

0 - 3 . 26
, A8 =

- 1 3

1 - 4
,

A9 =
- 20 3

1 - 4
, A10 =

- 0 . 01 3

0 - 3
,

A11 =
- 1 . 2 1 . 99

1 - 2
, A12 =

- 1 1 . 99

0 - 2
,

A13 =
- 0 . 01 2

0 - 3 . 26
, A14 =

- 1 2

1 - 4
,

A15 =
- 2 3

- 1 - 4
, A16 =

- 10 . 01 3

0 - 30
.

　　此模糊系统由 16个规则组成 ,对于引理 2 ,1个

公共正定矩阵 P必须满足 16 个 L yap unov 不等式

(3) ;对于引理 3 ,局部公共正定矩阵 P1 ～ P9 必须分

别满足 9个最大交叠规则组 ( G1 ～ G9 ) 所包含规则

所组成的L yap unov不等式.通过应用线性矩阵不等

式 (L MI) 方法[9 ] ,均未找到公共正定矩阵 P和这组

局部公共正定矩阵 P1～ P9 ,因此 ,引理2和引理3均

不能判定此模糊系统稳定.

由图 2 可知 ,此模糊系统仅有一个有效最大交

叠规则组集 ,并且它包含 4 个有效最大交叠规则组

( G1 , G3 , G7 , G9 ) .当 P1 = P3 = P7 = P9 = P成立时 ,

引理 2作为一个特例包含于定理 1中.引理 3中的这

组局部公共正定矩阵 P1～ P9所需满足的L yap unov

不等式可由定理 1中的一组局部公共正定矩阵 P1 ,

P3 , P7 , P9 所需满足的 L yap unov不等式来表示.例

如 ,引理 3中 P2 所满足的L yap unov不等式 ( AT
2 P2 +

P2 A2 < 0 , AT
3 P2 + P2 A3 < 0 , AT

6 P2 + P2 A6 < 0 ,

AT
7 P2 + P2 A7 < 0) 可由定理 1中的 P1所需满足的不

等式 ( AT
2 P1 + P1 A2 < 0 , AT

6 P1 + P1 A6 < 0) 和 P3 所

需满足的不等式 ( AT
3 P3 + P3 A3 < 0 , AT

7 P3 + P3 A7 <

0) 来表示.因此 ,定理 1也将引理 3作为自己的一个

特例.

在所有的规则中 ,仅存在于一个最大交叠规则

组的规则为 : R1 仅被包含于最大交叠规则组 G1 ; R4

仅被包含于最大交叠规则组 G3 ; R13 仅被包含于最

大交叠规则组 G7 ; R16 仅被包含于最大交叠规则组

G9 .

除了 R1 , R4 , R13 和 R16 ,其余的 12个规则分别

被包含于一个以上的最大交叠规则组中. 例如 , R2

既存在于 G1中 ,又存在于 G2中 ,因此应用引理 3 .要

想判定系统的稳定性 ,仅对于 R2 ,就必须满足两个

L yap unov不等式 ( AT
2 P1 + P1 A2 < 0和 AT

2 P2 + P2 A2

< 0) .因此需判定此系统的稳定性 ,应用引理 3 ,就

必须求解 36个 Lyap unov不等式 (4) .

利用定理 1判别上述模糊系统的稳定性 ,仅需

求解 16个 L yap unov不等式 ,并且找到满足不等式

(5) 的 4个局部公共正定矩阵 P1 , P3 , P7 , P9 ,即
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　　　　　P1 =
0 . 981 5 0 . 137 8

0 . 137 8 1 . 761 2
,

　　　　　P3 =
2 . 294 2 2 . 161 4

2 . 161 4 3 . 205 7
,

　　　　　P7 =
0 . 456 7 0 . 406 0

0 . 406 0 1 . 198 3
,

　　　　　P9 =
0 . 318 4 0 . 134 0

0 . 134 0 0 . 522 2
.

因此由定理 1可判定此模糊系统稳定.

为了验证此系统是否真正稳定 ,在初值为 x(0)

= [ - 1　- 3 ]T的情况下 ,对系统进行仿真研究 ,如

图 3所示.由图 3可知 ,系统渐近稳定.

图 3　系统状态响应曲线

5　结 　　论
　　本文首先给出了连续 T2S模糊模型的表达形

式 ,介绍了两种基本的判定连续 T2S模糊系统的方

法 ;然后 ,定义了有效最大交叠规则组的概念 ,并提

出了一个判定连续 T2S模糊系统稳定的方法.此方

法不仅降低了引理 2 和引理 3 的保守性 ,而且二者

作为特例被包含其中.对于规则数较大的 T2S模糊

系统而言 ,所提出的方法不仅能大大降低求解

L yap unov不等式的个数 ,而且能很大程度上节省解

模糊进程所消耗的时间.
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