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摘　要 : 模糊粗糙集模型同经典粗糙集模型类似 ,容易受到噪音数据的影响.针对该问题 ,受变精度粗糙集模型的启

发 ,提出了变精度模糊粗糙集的概念.针对现有变精度模糊粗糙集模型尚不能满足一些基本性质的缺陷 ,重新定义了

模糊近似空间中某一模糊集的β2下近似和β2上近似 ,该定义方式能够满足上述的基本性质.
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Abstract : Like rough set s , fuzzy rough set s are sensitive to noises in data. Therefore , inspired by the variable

precision rough set s model , the concept of variable precision fuzzy rough set s is p roposed. But the existing model of

variable precision fuzzy rough set s does not possess some basic requirement s. To overcome this shortcoming , the

concept s of theβ2lower andβ2upper approximations of a fuzzy set in a fuzzy approximation space are redefined. These

definitions are proved to possess those basic requirement s.
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1　引　　言
　　粗糙集理论是 Pawlak提出的一种能够有效处

理不精确和不确定知识的新型数学工具[ 1 ] .自 20世

纪 80年代以来 ,随着其理论研究的不断深入以及在

机器学习、数据挖掘、模式识别与智能信息处理等领

域的成功应用 ,逐渐成为学术界关注的热点之一[2 ] .

但在 Pawlak提出的经典粗糙集模型中 ,信息系统

的背景知识为一般二元等价关系 ,所近似的概念为

普通集合 ,这与实际应用中所需处理的问题间可能

存在一定差异.为此研究者们从不同侧面提出了模

糊粗糙集的概念[ 326 ] ,将粗糙集理论的思想扩展到模

糊信息系统.其中最有代表性的是 Dubois等[3 ,4 ]提

出的模糊粗糙集模型.但是模糊粗糙集模型同经典

粗糙集模型类似 ,容易受到噪音数据的影响.

Ziarko [7 ]提出的变精度粗糙集模型能够较好地解决

经典粗糙集模型易受到噪音数据影响的问题 ,研究

者们受到该模型的启发 ,提出了变精度模糊粗糙集

的概念[ 8 ,9 ] .但经分析发现 ,现有的变精度模糊粗糙

集模型不能满足一些粗糙集、变精度粗糙集和模糊

粗糙集所共有的基本性质.

　　本文针对这一问题 ,提出了变精度模糊粗糙集

的另一种定义 ,该定义能够满足这些基本性质.

2　基本概念
　　令U为非空有限集 ,包含论域中所有个体 , R是

U上的一般二元等价关系 ,称 (U , R) 为 Pawlak近似

空间.记 x的 R 等价类为[ x ] R . Π X Α U , X 的下近

似和上近似集分别定义为[1 ,2 ]

R X = { x ∈U :[ x ] R Α X} , (1)

�R X = { x ∈U :[ x ] R ∩ X ≠ Á} . (2)

　　令 A , B Α U , e( A , B) 称为 A 关于 B 的相对错

误分类率 ,定义为[7 ]

e( A , B) =
1 -

| A ∩B |
| A |

, | A | > 0 ;

0 , | A | = 0 .

(3)

　　令 (U , R) 为 Pawlak近似空间 , X Α U , X的β2
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下近似和β2上近似分别定义为[7 ]

Rβ( X) = { x ∈U :e( [ x ] R , X) ≤β} , (4)

�Rβ( X) = { x ∈U :e( [ x ] R , X) < 1 - β} , (5)

其中 0 ≤β< 0 . 5 .

　　由式 (3) ～ (5) 定义的变精度粗糙集模型的基

本性质有[7 ]

　　1) �Rβ( X) Β Rβ( X) ; (6)

　　2) �Rβ( Á) = Rβ( Á) = Á , (7)

　　　 �Rβ(U) = Rβ(U) = U . (8)

　　映射 T :[0 ,1 ]2 →[0 ,1 ] ,如果 x , y , z ∈[0 ,1 ] ,

满足以下条件 :

　　1) 交换律. T ( x , y) = T ( y , x) .

　　2) 结合律. T ( T ( x , y) , z) = T ( x , T ( y , z) ) .

　　3) 单调性.若 x1 ≤x2 , y1 ≤y2 ,则 T ( x1 , y1 ) ≤

T ( x2 , y2 ) .

　　4) 边界条件. T (1 , x) = x.

则称 T为 T 三角模[10 ] ,或 T范数.

　　映射 I :[0 ,1 ]2 →[0 ,1 ] ,如果满足以下条件 :

　　1) I (1 ,0) = 0 ,

　　2) I (1 ,1) = I (0 ,1) = I (0 ,0) = 1 ,

则称 I 为蕴涵算子[10 ] . 对于蕴涵算子 , 有以下类

型[10 ] : I为左单调蕴涵算子 ,当且仅当 Πa ∈[0 ,1 ] ,

I (·, a) 为减函数 ; I 为右单调蕴涵算子 ,当且仅当

Πa ∈ [0 ,1 ] , I ( a , ·) 为增函数 ;若 I既是左单调蕴

涵算子 ,又是右单调蕴涵算子 ,则称 I为复合单调蕴

涵算子 ; I如果满足 Πa ∈[0 ,1 ] ,有 I (1 , a) = a ,则

称 I为 Border蕴涵算子.

　　当以下 3个条件成立时 ,论域 U 上的模糊二元

关系 R 称为模糊等价关系[10 ] :

　　1) 自反性. R ( x , x) = 1 , Π x ∈U .

　　2) 对称性. R ( x , y) = R ( y , x) , Π x , y ∈U .

　　3) 传递性. R ( x , z) ≥min ( R ( x , y) , R ( y , z) ) ,

Π x , y , z ∈U .

　　令U为非空集合 , R为U上的模糊等价关系 ,则

称 FAS = (U , R) 为模糊近似空间[11 ] .

　　在 Dubois 等[3 ,4 ] 提出模糊粗糙集的定义后 ,

Radzikowska等[11 ] 对这一定义方式进行了扩展 ,得

到以下的定义.

　　定义 1　令 FAS = (U , R) 为模糊近似空间 , F

为 U 的模糊子集 , I和 T 分别为 Border蕴涵算子和

T三角模 , F的下近似和上近似为两个模糊集 ,分别

为[11 ]

　　　R ( F) ( x) = inf
y∈U

I ( R ( x , y) , F( y) ) , (9)

　　　�R ( F) ( x) = sup
y∈U

T ( R ( x , y) , F( y) ) . (10)

　　对于 Π x ∈U ,由式 (9) 和 (10) 定义的模糊粗

糙集模型的基本性质有[11 ] :

　　1) �R ( F) ( x) ≥R ( F) ( x) . (11)

　　2) �R ( Á) ( x) = R ( Á) ( x) = 0 . (12)

　　3) �R (U) ( x) = 1 ; R (U) ( x) = 1 ,若 I为左单调

蕴涵算子. (13)

3　变精度模糊粗糙集模型的相关工作
　　模糊粗糙集模型将 Pawlak的经典粗糙集模型

从普通信息系统推广到模糊信息系统 ,是粗糙集理

论的重要扩展.但是这种模型同经典粗糙集模型类

似 ,容易受到噪音数据的影响.此处以 Dubois等的

模糊粗糙集模型[3 ,4 ] 为例观察这一事实 ,即式 (9) 中

I ( x , y) = max{ 1 - x , y} , 式 (10) 中 T ( x , y) =

min{ x , y} , Π x , y ∈ [0 , 1 ]. 对于模糊近似空间

FAS = (U , R) ,如果 U 中仅仅存在一个元素 y 与 x

很接近 (即 R ( x , y) 接近 1) ,同时 y对 F的隶属度较

小 (即 F( y) 较小) ,则由 R ( F) ( x) = inf
y∈U

max{ 1 -

R ( x , y) , F( y) } 可知 x 对 R ( F) 的隶属度较小. 同

理 ,如果仅存在一个元素 y ∈U和 x 很接近 ,同时 y

对 F的隶属度较大 ,则易得 x对 �R ( F) 的隶属度较

大.

　　从实际应用的角度看 ,导致上述现象的个别元

素往往是噪音数据.为了避免个别异常数据对上、下

近似的计算结果产生整体性的影响 ,一种思路是将

Ziarko的“变精度”思想引入模糊粗糙集模型. 目

前 , 已经有研究者提出了变精度模糊粗糙集模

型[8 ,9 ] .该模型对上、下近似的定义虽然考虑到了噪

音数据的影响 ,但是并没有继承粗糙集、变精度粗糙

集和模糊粗糙集所共有的某些基本性质.下面首先

介绍变精度模糊粗糙集模型的定义[8 ,9 ] (此处做了

必要的转化) .

　　定义 2　令 FAS = (U , R) 为模糊近似空间 , F

为U的模糊子集 , Π x i ∈U ,由 x i和 R导出的模糊等

价类表示为一个模糊集 ,其隶属函数定义为 X i ( x)

= R ( x i , x) , Π x ∈U ,则 F的β2下近似为
Rβ( F) ( x i ) =

inf
x∈S il

I ( X i ( x) , F( x) ) ,

　ϖαl = sup{α∈ (0 ,1 ] :eα( X i , F) ≤β} ;

0 , ot herwise .

(14)

其中

S i l
= supp ( X i ∩ ( X F

i )α
l
) , (15)

eα( X i , F) = 1 -
power ( X i ∩ ( X F

i )α)
power ( X i )

. (16)

F的β2上近似为
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　�Rβ( F) ( x i ) =

　

sup
x∈S iu

T ( X i ( x) , F( x) ) ,

　ϖαu = sup{α∈ (0 ,1 ] :e′α( X i , F) < 1 - β} ;

0 , ot herwise .

(17)

其中

S iu
= supp ( X i ∩ ( X i F)α

u
) , (18)

e′( X i , F) = 1 -
power ( X i ∩ ( X i F)α)

power ( X i )
. (19)

　　在式 (19) 中 ,对于模糊集 A , Aα表示 A 的α截

集[10 ] ,即 Aα = { x ∈U : A ( x) ≥α} ,power ( A) =

∑
x

A ( x) .此外 ,对于模糊集 A 和 B , A B , AB 均为模

糊集 ,分别为

A B ( x) =
I ( A ( x) , B ( x) ) , A ( x) > 0 ;

0 , otherwise ;
(20)

( AB ) ( x) = T ( A ( x) , B ( x) ) . (21)

4　变精度模糊粗糙集模型应具备的基本

性质
　　首先 ,变精度模糊粗糙集应把“变精度”思路同

模糊粗糙集结合起来 ;其次 ,应当具备粗糙集、变精

度粗糙集以及模糊粗糙集共有的最基本性质.对于

Π x ∈U ,这些性质包括 :

　　1) �Rβ( F) ( x) ≥Rβ( F) ( x) ; (22)

　　2) Rβ( Á) ( x) = �Rβ( Á) ( x) = 0 , (23)

　　　 Rβ(U) ( x) = �Rβ(U) ( x) = 1 ; (24)

　　3) R0 ( F) ( x) = R ( F) ( x) , (25)

　　　 �R0 ( F) ( x) = �R ( F) ( x) . (26)

　　式 (22) 描述的是论域中任意元素 x ,其对 F的

β2下近似集的隶属度值小于其对 F的β2上近似集的
隶属度值.在变精度粗糙集模型中 ,相应的性质为式

(6) ,在模糊粗糙集模型中 ,相应的性质为式 (11) .同

时容易验证这也是粗糙集所具有的最基本性质之

一[1 ,2 ] .因为变精度粗糙集模型继承了粗糙集模型

的这一性质 ,要求变精度模糊粗糙集模型继承模糊

粗糙集模型的这一性质是合理的.所以将式 (22) 作

为变精度模糊粗糙集的基本性质是合理的.式 (23)

和 (24) 描述的是论域中任意元素对空集的β2下近
似和β2上近似的隶属度为 0 ,对全集的β2下近似和
β2上近似的隶属度为 1 .这两条性质也是粗糙集、变

精度粗糙集以及模糊粗糙集共同具有的基本性质.

类似式 (22) 的分析 ,将式 (23) 和 (24) 作为变精度模

糊粗糙集的基本性质是合理的.式 (25) 和 (26) 描述

的性质表明在β为 0时 ,变精度模糊粗糙集的基本定

义应等同于模糊粗糙集的基本定义.这显然也是变

精度模糊粗糙集应具备的性质.故将式 (22) ～ (26)

作为变精度模糊粗糙集的最基本性质是合理的.

　　下面通过例 1来说明第 3节描述的变精度模糊

粗糙集的定义不能满足基本性质 (22) 和 (23) .

　　例 1　令U = { x1 , x2 , ⋯, x6 } , R为U上的模糊

等价关系 ,由 x1 和 R导出的模糊相似类为

X1 = 1/ x1 + 0 . 65/ x2 + 0 . 65/ x3 +

0 . 6/ x4 + 0 . 6/ x5 + 0 . 5/ x6 .

其中 F为 U 上的模糊集 ,定义为 F = 0 . 7/ x1 +

0 . 75/ x2 +0 . 8/ x3 + 0 . 8/ x4 + 0 . 85/ x5 + 0 . 9/ x6 .令

β = 0 . 25 , I ( x , y) = max (1 - x , y) , T ( x , y) =

min ( x , y) ,可以由式 (14) ～ (19) 计算得到

αl = 0 . 75 , Rβ( F) ( x1 ) = 0 . 75 ;

αu = 0 . 65 , �Rβ( F) ( x1 ) = 0 . 7 .

因此有 RβF ( x1 ) > �RβF ( x1 ) .同理 ,令β = 0 . 25 ,对

空集 Á ,通过计算容易验证αl = 0 . 35 , Rβ( Á) ( x1 )

= 0 . 35 , �Rβ( Á) ( x1 ) = 0 ,因此式 (23) 也不成立.

5　变精度模糊粗糙集模型的一种定义
　　本节给出模糊近似空间中某一模糊子集的β2
下近似和β2上近似的定义.出发点是在原有模糊粗

糙集模型的基础上引入变精度的概念 ,同时该定义

能满足第 4节中提出的变精度模糊粗糙集所应满足

的基本性质.

　　定义 2　令 FAS = (U , R) 为模糊近似空间 , F

为 U 的模糊子集 , I和 T 分别为Border蕴涵算子和

T三角模 ,则 F的β2下近似为
Rβ( F) ( x i ) = inf

y∈Sα
l

I ( R ( x i , y) , F( y) ) . (27)

其中

αl = inf{α:eα( X i , F) ≤β} , (28)

eα( X i , F) = 1 -
∑

y∈Sα

X i ( y)

power ( X i )
, (29)

Sα = { y ∈supp ( X i ) : | I ( R ( x i , y) ,

　　F( y) ) - F( x i ) | ≤α} . (30)

β2上近似为
�Rβ( F) ( x i ) = sup

x∈S′α
u

T ( R ( x i , y) , F( y) ) . (31)

其中

αu = inf{α:e′α( X i , F) < 1 - β} , (32)

e′α( X i , F) = 1 -

∑
y∈S′α

X i ( y)

power ( X i )
, (33)

S′α = { y ∈supp ( X i ) : | ( T ( R ( x i , y) ,

　　 F( y) ) - F( x i ) | ≤α} . (34)

式 (30) 和 (34) 中的 Sα和 S′α称为计算β2下近似和β2
上近似时的计算区域.
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　　下面讨论本节提出的变精度模糊粗糙集定义

的若干基本性质.

　　定理 1　对由式 (27) ～ (34) 定义的 U的某一

模糊子集 F的β2下近似和β2上近似 ,性质 (22) 和

(23) 成立 ;当 I为左单调蕴涵算子时性质 (24) 成立 ;

当 I为右单调蕴涵算子时性质 (25) 和 (26) 成立.

　　证明 　式 (22) 因为 I为 Border蕴涵算子 ,则

Π x i ∈U , I ( R ( x i , x i ) , F( x i ) ) = F( x i ) ,因此有 x i

∈ Sα
l
. 据此易得 Rβ( F) ( x i ) ≤ F( x i ) . 注意到

T ( R ( x i , x i ) , F( x i ) ) = T (1 , F( x i ) ) = F( x i ) ,则有

x i ∈ S′α
u

, 据此易得 �Rβ( F) ( x i ) ≥ F( x i ) , 因此有

�Rβ( F) ( x i ) ≥Rβ( F) ( x i ) .

　　式 (23) 因为 Rβ( Á) ( x i ) ≤Á ( x i ) = 0 ,因此有

Rβ( Á) ( x i ) = 0 .而 Π y ∈U , Á ( y) = 0 ,由 T的单

调性有 T ( R ( x i , y) , Á ( y) ) ≤ T (1 ,0) = 0 ,可以得

到 �Rβ( Á) ( x i ) = 0 .

　　式 (24) 因为 �Rβ(U) ( x i ) ≥U ( x i ) = 1 ,因此有

�Rβ(U) ( x i ) = 1 .若 I为左单调蕴涵算子 ,则有 Πy ∈

U , I ( R ( x i , y) ,U ( y) ) = I ( R ( x i , y) ,1) ≥I (1 ,1) =

1 ,即意味着 Rβ(U) ( x i ) = 1 .

　　式 (25) 若β = 0 , eα( X i , F) ≤β意味着 Sα
l

=

supp ( X i ) ,则 Π x ∈U\ supp ( X i ) , R ( x i , x) = 0 .若 I

为右单调蕴涵算子 ,则有 I ( R ( x i , x) , F( x) ) = I (0 ,

F( x) ) ≥ I (0 ,0) = 1 .由此不难得到

R0 ( F) ( x i ) = inf
y∈supp ( X i

)
I ( R ( x i , y) , F( y) ) =

inf
y∈U

I ( R ( x i , y) , F( y) ) = R ( F) ( x i ) .

　　式 (26) 由 T的单调性类似可证. □

　　在由式 (3) ～ (5) 定义的变精度粗糙集模型

中 ,以下性质成立[7 ] :

Rβ( X ∩Y) Α RβX ∩RβY ,

�Rβ( X ∪Y) Β �RβX ∩�RβY .

相应地 ,对于式 (27) ～ (34) 定义的变精度模糊粗糙

集模型 ,以下定理成立.

　　定理 2　令 FAS = (U , R) 为模糊近似空间 , A

和 B 分别为 U 的模糊子集 , Rβ( A ∩ B) ( x) ≤

Rβ( A) ( x) ∩Rβ( B) ( x) 成立.当 I为右单调蕴涵算

子 ,同时 Πy ∈U ,以下 2个条件之一满足 :

　　1) I ( R ( x , y) , A ( y) ) ≥ A ( x) , I ( R ( x , y) ,

B ( y) ) ≥B ( x) ;

　　2) I ( R ( x , y) , A ( y) ) ≤ A ( x) , I ( R ( x , y) ,

B ( y) ) ≤B ( x) .

　　证明 　若 Πy ∈U ,条件 1) 满足 ,则 Rβ( A) ( x)

= A ( x) , Rβ( B) ( x) = B ( x) . 又因为 I为右单调蕴

涵算子 ,则有

I ( R ( x , y) , ( A ∩B) ( y) ) =

min{ I ( R ( x , y) , A ( y) ) , I ( R ( x , y) , B ( y) ) } ≥

min{ A ( x) , B ( x) } = ( A ∩B) ( x) .

因此有

Rβ( A ∩B) ( x) = ( A ∩B) ( x) =

Rβ( A) ( x) ∩Rβ( B) ( x) .

　　若条件 2) 满足 ,假设此时存在 x i ∈U ,且

Rβ( A ∩B) ( x i ) > Rβ( A) ( x i ) ∩Rβ( B) ( x i ) .

不失一般性 ,假设 Rβ( A) ( x i ) > Rβ( B) ( x i ) ,则可得

到 Rβ( A ∩B) ( x i ) > Rβ( B) ( x i ) .进一步可以假设

�Rβ( A ∩B) ( x i ) = I ( R ( x i , y j ) , ( A ∩B) ( y j ) ) ,

Rβ( B) ( x i ) = I ( R ( x i , y k ) , B ( y k ) ) .

结合此前的假设 ,有

I ( R ( x i , y j ) , ( A ∩B) ( y j ) ) >

I ( R ( x i , y k ) , B ( y k ) ) .

由题设 , I为右单调蕴涵算子 ,则 y j ≠ y k ,否则此不

等式不成立. 同时因 I 为右单调蕴涵算子 , Πy ∈

( Sα
l
) A∩B ,有

I ( R ( x i , y) , ( A ∩B) ( y) ) ≤ I ( R ( x i , y) , B ( y) ) .

由此可得

I ( R ( x i , y) , B ( y) ) ≥

I ( R ( x i , y) , ( A ∩B) ( y) ) ≥

I ( R ( x i , y j ) , ( A ∩B) ( y j ) ) >

I ( R ( x i , y k ) , B ( y k ) ) .

由条件 2) 不难得到

| I ( R ( x i , y) , B ( y) ) - B ( x i ) | <

| I ( R ( x i , y k ) , B ( y k ) ) - B ( x i ) | .

此式意味着 Π y ∈ ( Sα
l
) A ∩B ,有 y ∈ ( Sα′l ) B ,同时因

为 y j ≠ y k ,即意味着 ( Sα
l
) A∩B < ( Sα′l ) B .又因为

1 -

∑
y∈( Sα

l
)

A∩B

X i ( y)

power ( X i )
≤β,

易知 ( Sα
l
) A ∩B < ( Sα′l ) B和α′l 为满足 eα( X i , B) ≤β的

α的下确界相矛盾.因此 , Rβ( A ∩B) ( x) ≤RβA ( x)

∩RβB ( x) 成立.此处 , ( Sα
l
) F表示在计算 F的β2下

近似时的计算区域. □

　　由 T三角模的单调性 ,可以类似地证明以下定

理.

　　定理 3　令 FAS = (U , R) 为模糊近似空间 , A

和 B 分别为 U 的模糊子集 , �Rβ( A ∪ B) ( x) ≥

�Rβ( A) ( x) ∪�Rβ( B) ( x) 成立.当 Πy ∈U ,以下 2个

条件之一满足 :

　　1) T ( R ( x , y) , A ( y) ) ≥ A ( x) , T ( R ( x , y) ,

B ( y) ) ≥B ( x) ;

　　2) T ( R ( x , y) , A ( y) ) ≤ A ( x) , T ( R ( x , y) ,

B ( y) ) ≤B ( x) .

　　例 2　续例 1 .已知
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　　X1 = 1/ x1 + 0 . 65/ x2 + 0 . 65/ x3 +

　　　　0 . 6/ x4 + 0 . 6/ x5 + 0 . 5/ x6 ,

　　F = 0 . 7/ x1 + 0 . 75/ x2 + 0 . 8/ x3 +

　　　　0 . 8/ x4 + 0 . 85/ x5 + 0 . 9/ x6 .

同样令β= 0 . 25 , I ( x , y) = max (1 - x , y) , T ( x , y)

= min ( x , y) ,可得

αl = 0 . 15 , Sα
l

= { x1 , x2 , x3 , x4 , x5 } ,

RβF ( x1 ) = inf
y∈Sα

l

I ( R ( x i , y) , F( y) ) = 0 . 7 .

αu = 0 . 05 , S′α
u

= { x1 , x2 , x3 } ,

�RβF ( x1 ) = sup
x∈S′α

u

T ( R ( x i , y) , F( y) ) = 0 . 7 .

　　对于空集 Á ,可得

αl = 0 . 4 , Sα
l

= { x1 , x2 , x3 , x4 , x5 } ,

Rβ( Á) ( x1 ) = inf
y∈Sα

l

I ( R ( x i , y) , Á ( y) ) = 0 ,

αu = 0 , S′α
u

= { x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 } ,

�Rβ( Á) ( x1 ) = sup
x∈S′α

u

T ( R ( x i , y) , F( y) ) = 0 .

　　显然 ,性质 (22) 和 (23) 都是成立的.

6　结 　　论
　　经典粗糙集理论是处理不精确和不确定知识的

有效数学工具 ,但仅适用于一般信息系统.模糊粗糙

集模型将粗糙集理论的基本思想应用到模糊信息系

统 ,是经典粗糙集理论的重要扩展.但从实际应用的

角度而言 ,由于数据获取或数据处理方面的原因 ,信

息系统中的数据难免含有噪音数据 ,而模糊粗糙集

模型同经典粗糙集模型类似 ,都存在着容易受到噪

音数据影响的问题.对此 ,研究者们受到变精度粗糙

集模型的启发 ,提出了变精度模糊粗糙集的概念.现

有的变精度模糊粗糙集模型不能满足一些基本的性

质 ,而这些性质是粗糙集、变精度粗糙集和模糊粗糙

集所共有的.本文针对现有变精度模糊粗糙集模型

存在的这一问题 ,提出了变精度模糊粗糙集的一种

定义 ,该定义能够满足上述的基本性质.
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