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摘　要 : 研究了连续时间约束非线性系统模型预测控制设计.利用控制 Lyapunov函数离线构造单变量可调预测控

制器 ,再根据性能指标在线优化可调参数 ,其中该参数近似于闭环系统的“衰减率”.同时 ,控制 Lyapunov函数保证了

算法的可行性和闭环系统的稳定性.最后通过数值仿真验证了该算法的有效性.
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Abstract : The design of model predictive control is studied for const rained continuous2time nonlinear systems. A

univariate tunable predictive controller is const ructed offline by using control Lyapunov function. The adjustable

parameter which is similar to the“decay rate”of the closed2loop system is computed online by optimalized performance

indexes. Meanwhile , the feasibility of this algorithm and stability of the closed2loop system are guaranteed by control

Lyapunov function. Finally , a numerical simulation illust rates the validity of the algorithm.
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1　引　　言
　　近几年来 ,非线性模型预测控制 (NMPC)已成

为预测控制研究的热点 ,并取得了丰硕成果[129 ] .然

而 ,有限时域优化的本质使 NMPC缺乏稳定性的保

证 ,同时非线性模型的存在也使其在线滚动优化成

为一个突出问题[1 ,2 ,10 ] .通常 ,NMPC计算量随在线

优化维数呈指数增加[10 ,11 ] .因此 ,一种有效的方法

就是通过参数化优化变量特别是控制变量降低在线

计算的维数 ,提高 NMPC实施的快速性[10 ] .

本文以连续时间约束非线性系统为对象 ,提出

了一种新的 NMPC ———构造性 NMPC(CNMPC) .

其基本思想是离线构造 NMPC的一个可行稳定结

构 ,再根据目标函数在线计算控制器中的可调参数.

根据 Sontag公式[12 ,13 ] ,利用系统的控制 L yap unov

函数 (CL F)构造 NMPC的可行稳定结构 ,其中优化

参数是一个近似反映闭环系统“衰减率”的单变量可

调参数.从而 ,在数值优化求解时 ,NMPC在线计算

变量的维数与系统的大小和预测时域长度无关.另

一方面 ,用稳定结构预先估计 NMPC的稳定区域 ,

并证明在稳定域内 CNMPC的可行性和闭环稳定

性与目标函数的优化无关.因此 ,CNMPC不仅提高

了在线优化的计算效率 ,而且增加了控制器应用的

灵活性.最后 ,本文以 2阶振荡器方程的控制仿真验

证了 CNMPC的有效性.

2　构造性模型预测控制
　　考虑如下连续时间定常非线性约束系统 :

Ûx ( t) = f ( x ( t) ) + G( x ( t) ) u( t) ,

x (0) = x0 , x ( t) ∈ X , u( t) ∈U . (1)

其中 :系统状态 x ( t) ∈Rn ;控制输入 u( t) ∈Rm ; x0

为系统初始状态 ; f (·) 和 G(·) 分别为定义在 X 上

的已知光滑向量场 ;U 和 X 分别为控制约束和状态

约束 ,且都是包含原点的紧凸集.不失一般性 ,设原
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点为系统 (1) 的平衡点.

假设 1　系统 (1) 对任意的初始条件 x0 ∈X和

分段右连续输入 u(·) : R+ →U 有唯一的连续解 ,且

系统状态是完全可测的.

定义 1　考虑控制律 u = h( x ,μ) ,其中μ为恰

当维数的可调参数向量. 若存在非空集合 M 使对

Πμ∈M都有 :1) 当系统无约束时 , h( x ,μ) 全局镇

定 ;2) 当系统有约束时 ,存在区域使 h( x ,μ) 在该区

域内稳定约束系统.则 h( x ,μ) 称为系统 (1) 的可行

稳定控制类.

设系统 (1) 的可行稳定控制类 h( x ,μ) 已构造 ,

且 t时刻系统状态 x ( t) = x t ,则构造性模型预测控

制可描述为如下有限时域最优控制问题 :

min
μ( t) ∈M{ J ( x t , u , t) =∫

t+ T

t
l ( x ( s) , u( s) ) ds} ,

s. t . Ûx ( s) = f ( x ( s) ) + G( x ( s) ) u( s) ,

　　x ( t) = x t , u( s) = h( x ( s) ,μ( t) ) ,

　　x ( s) ∈ X , u( s) ∈U , t ≤s ≤ t + T. (2)

其中 :预测时域 T > 0 ,函数 J为目标函数 ,函数 l是

状态 x的非负定、输入 u的正定函数.若优化可行 ,

则可得最优参数μ3 ,对应的控制律记为 u = h( x ,

μ3 ) .设系统的采样周期为 0 <δ < T ,那么根据滚

动优化原理 , NMPC控制律定义为

　urh ( s) = h( x ( s) ,μ3 ( t) ) , Πs ∈[ t , t +δ) , (3)

对应的闭环系统为

Ûx ( s) = f ( x ( s) ) + G( x ( s) ) urh ( s) ,

Πs ∈[ t , t +δ) . (4)

由定义 1可知 ,存在区域不仅使控制律 (3) 满足约束

且闭环系统 (4) 稳定. 考虑到闭环系统的稳定性是

由离线构造的可行稳定控制类保证 , 故将上述

NMPC策略称为构造性非线性模型预测控制

(CNMPC) ,简称构造性预测控制.

显然 ,CNMPC的稳定性是由可行稳定控制类

保证与目标函数无关 ,即实现了闭环稳定性与性能

指标优化的分离.因此 ,设计人员可在线调整目标函

数以满足不同的控制要求 ,同时并不影响闭环系统

的稳定性. 其次 ,不同于一般的 NMPC 算法[1 ,2 ] ,

CNMPC将对控制变量的直接优化转变为对控制器

参数的优化 ,即实现了优化变量维数与系统维数和

时域长度的分离.因此当采用数值求解式 (2) 时 ,可

减少在线优化的计算维数 ,而延长时域 T 又可提高

闭环系统的性能.最后 , CNMPC得到一个显式闭环

控制律 ,所有这些结果都将利于 NMPC取得更好的

性能和更广泛的应用范围.

3　辅助结论
　　本节利用系统 (1) 的控制 L yap unov 函数

(CL F) 实现可行稳定控制类的构造.

定义 2[12 ] 　正定函数 V ( x) 称为系统 (1) 的控

制L yap unov函数 (CL F) ,若V ( x) 是连续可微的、径

向无界的且满足

L GV ( x) = 0 , x ≠0 ,

则

L f V ( x) < 0 . (5)

其中

L f V ( x) =
5V ( x)

5 x
f ( x) , L g V ( x) =

5V ( x)
5 x

g ( x) .

　　令α( x) = L f V ( x) ,β( x) = L GV ( x) ,构造如下

可调反馈控制律 :

u = h( x ,θ) =
- k ( x ,θ)β( x)′, ‖β( x) ‖≠0 ;

0 , ‖β( x) ‖ = 0 .

(6)

其中 :θ是单变量的可调参数 ;“增益”

k ( x ,θ) =
α( x) +θ2 α( x) 2 + ‖β( x) ‖4

‖β( x) ‖2 ,

Πθ≠0 . (7)

显然 ,当θ = 1 时 , 控制律 (6) 就退化为标准的

Sontag公式[12 ,13 ] .

定理 1　考虑控制律 (6) 对应的离散采样控制 ,

即

u( t) = h( x ( kδ) ,θ) , kδ≤ t < ( k + 1)δ,

k = 0 ,1 , ⋯,

其中δ为采样周期.若假设 1成立 ,则存在区域

Θ( c) = { x ∈ X ∶V ( x) ≤c} . (8)

对于任意θ≠0 ,存在常数Δ > 0使 h( x ( kδ) ,θ) ∈

U , x ( t) ∈Θ( c) , t ≥0 , Πδ∈ (0 ,Δ] 和 x (0) ∈

Θ( c) ,且 lim sup
t→∞
‖x ( t) ‖≤d ,其中 d ≥0为充分小

实数.

证明 　定义区域 (8) 使系统 (1) 对 Π x (0) ∈

Θ( c)满足 h( x ( kδ) ,θ) ∈U , x ( t) ∈Θ( c) , t ≥0 .由

于约束集 X和 U 的性质 ,这样的区域总是存在且非

空.考虑到 CL F V ( x) 的性质 :对于任意给定的 d ≥

0 ,存在正数 c1 = c1 ( d) 满足 V ( x) ≤c1 ] ‖x‖≤

d. 定义原点的同心圆环Ω( c2 ) = { x ∈ Rn :c2 ≤

V ( x) ≤c} ,其中 0 ≤c2 ≤c.给定正数Δ1 并离散化

控制律 (6) 得 u( t) = u( x0 ) = u0 , 0 ≤t ≤Δ1 ,其中

x0 为系统当前状态.则在时间[0 ,Δ1 ]内 ,V ( x) 的时

间导数

ÛV ( x ( t) ) =α( x ( t) ) +β( x ( t) ) u0 =

α( x0 ) +β( x0 ) u0 +α( x ( t) ) -

α( x0 ) +β( x ( t) ) u0 - β( x0 ) u0 . (9)

若控制律 (6) 连续时间输入 ,则有

ÛV ( x0 ) =α( x0 ) +β( x0 ) u0 =

2031
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- θ2 α( x0 ) 2 + ‖β( x0 ) ‖4 . (10)

令ρ( c2 ) = min
x∈Ω( c2 )

(α( x) 2 + ‖β( x) ‖4 ) ,则式 (10) 满

足

ÛV ( x0 ) = - θ2 ρ( c2 ) . (11)

　　因为系统 (1) 连续且假设 1成立 ,故可找到正

数 C1对所有 x0 ∈Ω( c2 ) 有 ‖x ( t) - x0 ‖≤C1Δ1 (0

≤ t ≤Δ1 ) 成立.同理 ,存在正数 C2 和 C3 对所有 x0

∈Ω( c2 ) 分别有 ‖α( x ( t) ) - α( x0 ) ‖≤C1 C2Δ1 和

‖β( x ( t) ) u0 -β( x0 ) u0 ‖≤C1 C3Δ1 (0 ≤t ≤Δ1 ) 成

立.将这些不等式联同式 (11) 一起代入方程 (9) 可得

ÛV ( x ( t) ) ≤- θ2 ρ( c2 ) + C1 ( C2 + C3 )Δ1 .

(12)

令不等式 (12) 小于零 ,可得采样周期上界

Δ1 <
θ2 ρ( c2 )
C1 ( C2 + C3 )

. (13)

从而 ,对于常数 c1 , c2 ≤c1和ρ( c2 ) ,若采样周期满足

条件 (13) ,则 V ( x) 的时间导数在时间 [0 ,Δ1 ]内为

负 ,即离散采样控制律可镇定系统 (1) 且闭环轨迹

保持在Ω( c2 ) 内.

定义 V ( x) 的两个水平集Θ( c1 ) = { x ∈ Rn :

V ( x) ≤c1 } 和Θ( c2 ) = { x ∈Rn :V ( x) ≤c2 } , c1 ≤

c.求解正数Δ2 使

v = max
Δ2

{ V ( x ( t) ) | u0 ∈U , x0 ∈Θ( c2 ) ,

　　0 ≤ t ≤Δ2 } (14)

满足 v = c1 .因为系统 (1) 连续且假设 1成立 ,故对

于任意 c2 ≤c1 ,存在充分小的正数Δ2 满足 v = c1 .

令Δ = min{Δ1 ,Δ2 } ,当 x0 ∈Θ( c1 ) ∩Θ( c2 ) =

Θ( c2 ) 时 , 由式 (14) 可知 , 在 [0 ,Δ] 内有 x ( t) ∈

Θ( c1 ) ;当 x0 ∈Θ( c1 ) - Θ( c2 ) , x0 ∈Ω( c2 ) 时 ,在[0 ,

Δ]内有 x ( t) ∈Θ( c1 ) . 因此 , 对于任意 x (0) ∈

Θ( c1 ) ,总有 x ( t) ∈Θ( c1 ) , t ≥0 .另一方面 ,当 x0 ∈

Θ( c) - Θ( c1 ) , x0 ∈Ω( c2 ) 时 ,函数 V ( x) 单调递减 ,

从而 x ( t) 趋于Θ( c1 ) .综上所述 ,所有始于Θ( c) 的

系统状态轨迹在离散采样控制作用下必收敛于

Θ( c1 ) ,从而所有状态满足 lim sup
t→∞
‖x ( t) ‖≤ d. □

由定理 1可知 ,对于充分小的采样周期 ,控制律

(6) 在区域Θ( c) 内可镇定系统 (1) 且满足系统约

束.因为 V ( x) 是径向无界的 ,故控制律 (6) 可全局

镇定无约束时的系统 (1) .从而根据定义 1 , h( x ,θ) 在

离散时间作用下是系统 (1) 的一个可行稳定控制类.

区域Θ( c) 的大小与系统的约束有关且通常不

易求解.为了使Θ( c) 的范围最大化 ,求解如下参数

规划问题 :

max
θ≠0

c ,

s. t . h( x ,θ) ∈U , Π x ∈Θ( c) < X. (15)

求解得到极值 ĉ和对应的解θ0 ,则数值对 ( ĉ ,θ0 ) 定义

了Θ( c) 的一个最大估计集

Θ( ĉ) = { x ∈Rn :V ( x) ≤ĉ} <Θ( c) . (16)

4　稳定性分析
　　由式 (10) , (11) 可知 ,参数θ类似于闭环系统的

“衰减率”,调整θ可调节闭环系统的衰减程度. 同

时 ,为保证采样周期δ有意义 (见不等式 (13) ) ,令θ

满足 | θ| ≥ε,其中ε是充分小的正数. 下面给出

CNMPC算法的设计步骤.

Step1 : 给定设计参数 ( l , T) 和充分小的采样周

期 0 <δ < T ;

Step2 : 由方程 (6) 构造系统的可行稳定控制类

h( x ,θ) ,并优化计算式 (15) ,得到数值对 ( ĉ ,θ0 ) ;

Step3 : 以θ=θ0 为优化初始解 ,在线计算优化

问题 (2) ,得到最优解θ=θ3 ;

Step4 : 设 t 时刻的系统状态为 x t ,将控制量

urh ( s) = h( x t ,θ3 ) , s ≥t ,作用于系统 (1) ,并在 t +δ

时刻测量系统状态 x t+δ;

Step5 : 用 x t+δ更新优化问题 (2) 的初始条件 ,

并令 t = t +δ,然后返回 Step3 .

定义 3　集合 S 称为 MPC的稳定域 ,系指对

Π x ( t) ∈S ,优化问题 (2) 至少存在一个可行控制

(即满足优化 (2) 的所有约束) 可镇定约束系统 (1) .

定理 2　若假设 1 成立 ,则对于充分小的采样

周期δ> 0 , CNMPC闭环系统 (4) 在区域Θ( ĉ) 上是

稳定的且 lim sup
t→∞
‖x ( t) ‖≤ d , Π x (0) ∈Θ( ĉ) ,其

中 d ≥0为一充分小实数.从而 ,Θ( ĉ) 是 CNMPC的

一个稳定域.

证明 　由Θ( ĉ) 的定义 (15) 可知 ,θ0 是优化问

题 (2) 的一个可行解 ,从而在每个时刻优化问题 (2)

总是可行的.若假设 1成立 ,则由定理 1可知 ,对于

充分小的采样周期δ > 0 ,控制律 h( x ( kδ) ,θ) ( k =

0 ,1 , ⋯) 在Θ( ĉ) 内对 Πθ≠0都是可行稳定的.记 t

= kδ时刻的θ最优值为θ( kδ) 3 ,则 CNMPC控制律

h( x ( kδ) ,θ( kδ) 3 ) ( k = 0 ,1 , ⋯) 在Θ( ĉ) 内镇定系统

(1) ,即始于Θ( ĉ) 内的所有闭环状态轨迹满足 lim

sup
t→∞
‖x ( t) ‖≤ d ,其中 d ≥0 为充分小实数.进一

步 ,由定义 3可得 ,Θ( ĉ) 是 CNMPC的一个稳定域.

□

通常初始解θ0 不是优化问题 (2) 的最优解 ,然

而 ,可用 h( x ,θ0 ) 估计 MPC的稳定域Θ( ĉ) . 因此 ,

CNMPC算法增强了控制器在线运行的确定性. 另

外 ,可用多 CL F和增益调度等[6 ,8 ]技术扩展MPC稳

3031
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定域Θ( ĉ) 的范围.

5　数值仿真
　　考虑如下开环不稳定 2阶振荡器方程[4 ] :

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 = - x1 (π2 + arctan (5 x1 ) ) -

　　 2 . 5 x2
1

1 + 25 x2
1

+ 4 x2 + 3 u. (17)

令状态和控制约束分别为 X = { x ∈R2 : | x1 | ≤4 ,

| x2 | ≤5} 和 U = { u ∈R1 ∶| u | ≤8} ,目标函数为

　J ( x t , u , t) =

　∫
t+ T

t
(5 x1 ( s) 2 + x2 ( s) 2 + u(s) 2 ) ds , t ≥0 . (18)

选定如下的正定二次型函数[4 ] :

V ( x) =
π
2

x2
1 + x2

2 (19)

作为系统 (17) 的 CL F ,则由式 (15) 可得数值对 ( ĉ ,

θ0 ) = (18 . 2 ,0 . 08) ,进一步得MPC稳定域Θ(18 . 2)

= { x ∈R2 :V ( x) ≤18 . 2} ,如图 1所示.

图 1　闭环系统相位

在仿真中 ,取系统初始状态为 (3 , - 2) ,采样周

期δ= 50 ms ,由 CNMPC算法得到的仿真结果如图

1和图2所示.其中图 1为闭环系统相位图 ,图2为控

制输入曲线图.由图可知 , CNMPC不仅满足系统约

束而且具有更好的性能 ,如图中点划线和虚线所示

(分别对应 T = 300 ms和 T = 1 000 ms) .也可验证 ,

Sontag控制器 (θ= 1) 需 150 s后才能镇定系统且控

制量违反约束 ,如图中实线所示.此外 ,为了适用于

高速系统 ,可缩短 T以满足系统的快速性.一种极端

是令 T趋于零 ,此时可直接取初始解θ0 作为优化

图 2　控制输入曲线

解 ,其仿真结果如图中点线所示.但同时也注意到 ,

Θ( ĉ) 的大小依赖于系统 CL F的选择 ,因此 ,如何设

计系统的 CL F以降低Θ( ĉ) 的保守性将是下一步要

研究的问题.

6　结 　　论
　　本文对连续时间约束非线性系统提出了一种新

的 MPC ——— 构造性非线性模型预测控制.

CNMPC将对控制变量的直接优化转化为对预测器

中可调参数的间接优化 ,从而降低了 MPC在线计

算的维数 ,提高了算法实施的快速性.进一步 ,借鉴

Sontag公式 ,构造了一个近似反映闭环系统“衰减

率”的单变量可调预测控制器.在 MPC稳定域内 ,

CNMPC的可行性和稳定性与目标函数无关 ,并且

在离散采样时间作用下 ,CNMPC同样镇定系统.从

而 ,CNMPC对于在线调整目标函数具有良好的“自

适应性”,并增加了 NMPC应用的灵活性和实用性.

最后 ,仿真结果表明了本文算法的可行性和优越性.
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时、精确”定位导航的可行性.将 INS/ MM 与网络

R T K技术相结合 ,增强了列车的自主性能.移动闭

塞系统是当今先进列车控制技术 ,属于分散递阶的

大规模复杂系统 ,下一阶段将结合轨道运输网络的

拓扑结构和管理特点继续深入研究.
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