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Delta 算子系统动态输出反馈 D2稳定鲁棒协方差控制
肖民卿1 ,2 , 曹长修1 , 姚志强2

(1.重庆大学 自动化学院 , 重庆 400044 ; 2.福建师范大学 数学与计算机科学学院 , 福州 350007)

摘　要 : 研究 Delta算子描述的线性不确定系统基于动态输出反馈的 D2稳定鲁棒协方差控制问题.设计动态输出反

馈控制器 ,使 Delta算子不确定系统鲁棒 D2稳定 ,且稳态输出协方差矩阵具有给定上界.利用线性矩阵不等式 (L MI)

方法 ,给出 D2稳定鲁棒协方差控制器存在的充分条件.在此基础上 ,提出相应控制器的设计算法.数值算例表明了该

设计方法的可行性.
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Abstract : The problem of D2stable robust covariance control for the delta operator formulated linear uncertain systems

based on dynamic output feedback is studied. The aim is to design a dynamic output feedback controller such that the

delta operator uncertain system is robustly D2stable , and the output covariance matrix is less than a given positive

definite matrix. Based on linear matrix inequality (L MI) theory , an existence condition of such controller is given ,

and then the design procedure of the controller is p resented. A numerical example shows the feasibility of the design

method.
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1　引　　言
　　近年来 ,Delta算子系统控制成为控制理论和应

用研究的热点之一 ,已获得许多成果[126 ] .一些学者

研究了 Delta算子系统基于区域极点约束[7 ,8 ]的各

类控制问题 ,如文献[ 3 ]给出了保成本控制的研究成

果 ; [4 ,5 ]将连续系统和离散系统统一于 Delta 算子

框架中 ,并研究了鲁棒 D2镇定、鲁棒 H∞控制等问

题 ; [6 ]研究了鲁棒容错控制问题.然而 ,至今为止 ,

关于 Delta算子系统鲁棒协方差控制方面的研究成

果尚不多见.

一方面 ,对于线性随机系统 ,可通过使其闭环系

统稳态输出协方差矩阵不超过给定的上界来保证控

制系统具有期望的稳态性能[ 7 ] ;另一方面 ,由于状态

的不易量测或测量设备的限制 ,状态反馈控制在物

理上通常难以实现.因此 ,研究基于输出反馈的鲁棒

协方差控制更具现实意义.文献[9 ]研究了连续系统

输出反馈鲁棒协方差控制问题.运用线性矩阵不等

式 (L MI)理论 ,采取变量替换法设计控制器 ,在求解

时须事先设定参数ε的值.遗憾的是目前没有有效

方法选取ε的值以保证问题有解.

本文针对一类 Delta算子描述的范数有界参数

不确定线性随机系统 ,研究了采用动态输出反馈实

现系统 D2稳定鲁棒协方差控制的问题.运用 L MI

方法 ,基于消元法思想 ,给出满足性能指标要求的动

态输出反馈控制器的存在条件和避免选取自由参数

的控制器设计方法.
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2　问题描述
　　设 Delta算子描述的不确定离散系统为

δx ( k) =

( A +ΔA) x ( k) + ( B +ΔB) u( k) + Dw ( k) ,

y ( k) = C1 x ( k) ,

z ( k) = C2 x ( k) . (1)

其中 :δ为 Delta算子符号 ,δ= ( q - 1) / T , q为前向

移位算子 ,即 qx ( k) = x ( k + 1) , T 为采样周期 ;

x ( k) ∈ Rn 为系统状态 ; u( k) ∈ Rm 为控制输入 ;

y ( k) ∈ Rq 为量测输出 ; z ( k) ∈ Rs 为被调输出 ;

w ( k) ∈R p为具有单位协方差矩阵的零均值白噪声

过程 ,且与初始状态 x (0) 不相关 ; A , B , D , C1 , C2 为

已知适维常数矩阵 ;ΔA ,ΔB 为系统不确定性 ,具有

如下形式 :

[ΔA 　ΔB ] = EF[ G1 　G2 ]. (2)

这里 : E , G1 , G2 为已知适维常数矩阵 ; F为满足 FT F

≤ I的适维不确定性参数矩阵.

设 nc 阶 (0 < nc < n) 动态输出反馈控制器为

δx c ( k) = A c x c ( k) + B c y ( k) ,

u( k) = Cc x c ( k) + Dc y ( k) , (3)

其中 x c ( k) ∈Rnc 为控制器的状态.将控制器 (3) 用

于系统 (1) ,得到如下闭环系统 :

δ�x ( k) =
～

�x ( k) + D
-

w ( k) , (4a)

z ( k) = �C2 �x ( k) . (4b)

其中

�x ( k) =
x ( k)

xc ( k)
, ～ = �A +Δ�A + ( �B +Δ�B) K�C1 ,

�A =
A 0

0 0
, �B =

B 0

0 I
, �C1 =

C1 0

0 I
,

K =
Dc Cc

B c A c

, [Δ�A 　Δ�B ] = �EF[ �G1 　�G2 ] ,

�E =
E

0
, �G1 = [ G1 　0 ] , �G2 = [ G2 　0 ] ,

D
-

=
D

0
, �C2 = [ C2 　0 ].

　　记γ为δ变换的复频域变量 ; D ( a , r) 表示γ平

面上以 a + j0为中心 , r为半径的圆盘区域 ;λ( A) 为

矩阵 A 的特征值集合.根据 Delta算子系统理论[ 3 ,4 ]

可知 ,Delta算子系统渐近稳定的充分必要条件是其

极点均落在γ平面的圆盘区域 D ( - 1/ T ,1/ T) 中 ,

即 Delta算子系统的稳定域为 D ( - 1/ T ,1/ T) ,如图

1所示.若系统极点均落在稳定域中的圆盘 D ( a , r)

内 ,则称 Delta算子系统是 D2稳定的.

本文研究的问题是 :对 Delta 算子不确定离散

系统 (1) ,给定稳定域内的圆形区域 D ( a , r) 和对称

图 1　δ算子系统稳定域

正定矩阵 U ,设计动态输出反馈控制器 (3) ,使得对

于所有允许的不确定性 ,闭环系统 (4) 的极点均落

在 D ( a , r) 中 ,即系统 (4) 是 D2稳定的 ,且稳态输出

协方差矩阵满足lim
k→∞

E[ z ( k) z T ( k) ] < U .

3　主要结果
　　Delta算子闭环系统状态方程 (4a) 写成前向移

位算子描述的通常离散系统形式为

�x ( k + 1) = ( I + T
～

) �x ( k) + T D
-

w ( k) . (5)

若系统 (4) 渐近稳定 ,则离散系统 (5) 渐近稳定.于

是由协方差控制理论可知 ,系统 (4) 的稳态状态协

方差矩阵 X = lim
k→∞

{ E�x ( k) �x T ( k) } 存在 ,且满足矩阵

方程

( I + T
～

) X ( I + T
～

) T - X + T2 D
-

D
- T = 0 . (6)

　　引理 1　对于 Delta算子闭环系统 (4) ,给定圆

形区域 D ( a , r) 及对称正定矩阵 U ,若存在对称正定

矩阵 P ,使对所有允许的参数不确定性都有

- P P
～ T - aP

～ P - aP - r2 P + D
-

D
- T

< 0 , (7)

- P P�C T
2

�C2 P - U
< 0 , (8)

则系统 (4) 是 D2稳定的 ,且稳态输出协方差矩阵满

足lim
k→∞

E[ z ( k) z T ( k) ] < U .

证明 　若存在正定矩阵 P使式 (7) 成立 ,则由

L yap unov稳定性理论易知 ,λ(
～ - aI

r ) < D (0 ,1) ,即

λ(
～

) < D ( a , r) .因为 D ( a , r) 在稳定域中 ,闭环系统

(4) 是渐近稳定的 ,故稳态状态协方差矩阵 X =

lim
k→∞

{ E�x ( k) �x T ( k) } 存在且满足矩阵方程 (6) .

下面证明 X < P ,分如下两种情形讨论.

1) 当 - 1/ T ≤a < 0 ,且 0 < r < - a时 ,用对

角矩阵 diag ( I , TI) 分别左乘、右乘式 (7) 两边 ,得
- P 3

( I + T
～

) P - (1 + aT) P - r2 T2 P + T2 D
-

D
- T

< 0 ,

(9)

其中 3 表示由矩阵对称性得到的块矩阵. 分别用

[ rT I 　I ]及其转置左乘、右乘式 (9) 两边 ,整理得
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图 3　矩阵 �C2 X�CT
2 - U的特征值分布

并求得对称矩阵 �C2 X�C T
2 - U 的特征值均为负数 ,分

布如图 3所示.由此表明 ,闭环系统稳态输出协方差

矩阵

lim
k→∞

E[ z ( k) z T ( k) ] = �CT
2 X�C T

2 < U .

5　结 　　论
　　本文研究了 Delta算子不确定系统基于动态输

出反馈的 D2稳定鲁棒协方差控制问题.采用消元法

思想 ,给出满足性能指标要求的动态输出反馈控制

器存在条件的 L MI刻画 ,并由此提出相应控制器的

设计算法.该算法克服了须事先设定参数值方可求

解的问题 ,避免了人为选取参数的盲目性和主观性.

通过数值算例计算表明了该算法的可行性和有效

性.
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