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基于积分流形的柔性机械手组合控制
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摘　要 : 为解决柔性机械手非最小相位的控制问题以及克服运动中的抖振 ,采用积分流形和奇异摄动理论 ,将柔性

机械手系统分解为快慢两个子系统.对于慢变子系统 ,设计一种基于一阶鲁棒微分估计器的二阶滑模控制策略 ,使其

轨迹跟踪期望值 ;对于快变子系统 ,采用频率成形滤波器设计动态补偿器来抑制弹性振动 ,并基于线性二次型最优控

制方法给出相应的最优控制规律 ,使系统的输出快速趋于稳定.仿真结果表明了该控制策略的有效性.
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Abstract : To address it s non2minimum phase characteristics and suppress the oscillation of a two2link flexible

manipulator , integral manifolds and the singular perturbation approach are used to decompose the robot s into a slow

subsystem and a fast subsystem. Second2order sliding mode control st rategy based on differential estimator is

proposed for the slow subsystem. The rigid motion t racks a desire t rajectory using second2order sliding mode control.

The dynamic compensator using f requency2shaping filter for the fast subsystem is studied in order to attenuate the

oscillatory of the link. The optimal control st rategy is p roposed based on linear quadratic stabilize the fast system.

Simulation result s show the effectiveness of the design.
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1　引　　言
　　柔性机械手是强耦合、非线性、时变、多输入多

输出的分布参数系统 ,且本身所固有的振动特性 ,动

力学行为非常复杂 ,其系统控制不仅要实现柔性臂

末端轨迹的精确跟踪 ,同时需快速解决柔性臂振动

问题.高阶滑模控制是一种消除抖振滑模控制方

法[125 ] ,而且对参数摄动和干扰具有鲁棒性 ,通过合

理设计控制器 ,系统中的抖振现象可以完全消除 ,并

不影响滑模控制器其他方面所具有的优点.

　　本文以易于控制的关节电机转角作为系统输

出 ,采用积分流形和奇异摄动理论将柔性机械臂系

统分解为快慢两个子系统[6 ] .对于慢变子系统 ,采用

一阶鲁棒微分估计器 ,设计基于非奇异终端滑模[7 ]

的二阶滑模控制器 ,使其轨迹渐近跟踪期望值.对于

快变子系统 ,基于频率成形滤波器 ,设计最优控制规

律 ,使系统的输出快速趋于稳定值 ,在保证跟踪精度

的同时快速抑制振动.

2　柔性机械手的动力学模型
　　本文采用假设模态函数为时变的形式 ,利用

Lagrange方程推导出的双臂柔性机械手动力学模

型.该模型描述较精确 ,可应用于实际系统.模型结

构如图 1 所示. 其中 :OX 0 Y0 为固定的参考坐标 ,

OX 1 和 O′X 2 为视两个柔性机械手臂为刚性时的中

心线 , OX 1 Y1 和 O′X 2 Y2 为分别绕中心 O和 O′旋转
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的局部坐标.

图 1　双臂柔性机械手模型示意图

　　双臂柔性机械手的动力学方程简述如下 :

M rθ̈+ M rf q̈ + f r + E1 Ûθ = u ,

MT
rfθ̈ + M f q̈ + f f + E2 Ûq + Kq = 0 .

(1)

式中 :θ∈R2 为关节电机转角向量 , q ∈R2 r 为柔性

模态向量 , u ∈R2为控制转矩向量 , f r ∈R2和 f f ∈

R2 r 分别为受重力、哥氏力和离心力影响的项 , E1 ∈

R2×2 和 E2 ∈R2 r×2 r分别为正定阻尼矩阵 , K∈R2 r×2 r

为正定刚度矩阵 , M = [ M r M rf ; M rf M f ] ∈

R2 ( r+1) ×2 ( r+1) 为正定惯量矩阵 , r为柔性模态的个数.

　　柔性机械手的端点位移为

y( L , t) = Lθ+ ∑
r

j = 1

φej q j ( t) =

Lθ+ΦT
e q ( t) . (2)

3　采用积分流形与奇异摄动理论分解系统
　　首先采用积分流形和奇异摄动法 ,将柔性机械

手的运动控制分解成两种不同时间尺度的子系统 :

等效刚性臂运动的慢变子系统和抖振抑制的快变子

系统 ;然后对快慢子系统分别设计控制器 ,目的是在

保证跟踪精度的同时能快速抑制柔性臂的抖振.

　　下面首先建立奇异摄动模型[1 ] ,定义

H (θ, q) =
H11 H12

H21 H22

= M - 1 (θ, q) . (3)

将柔性机械臂系统方程 (1) 简写为如下形式 :

θ̈ = - H12 E2 Ûq - H11 f r - H12 f f -

H12 Kq + H11 u ,

q̈ = - H22 E2 Ûq - H21 f r - H22 f f -

H22 Kq + H21 u. (4)

引入新变量 x1 =θ, x2 = Ûθ, z1 = q/ε2 , z2 = Ûq/ε.其

中ε是奇异摄动参数 ,相当于边界层的厚度 ,定义ε2

= 1/λmin ( H220 K) 为比例因子[8 ] , H220 = H22 (θ,0) .

将上述新的状态变量代入系统方程 (4) ,得

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 = a ( x1 , x2 ,ε2 z1 ,εz2 ) - A( x1 ,ε2 z1 ) z1 +

　　H11 ( x1 ,ε2 z1 ) u; (5)

εÛz1 = z2 ,

εÛz2 = b( x1 , x2 ,ε2 z1 ,εz2 ) - B ( x1 ,ε2 z1 ) z1 +

　　H21 ( x1 ,ε2 z1 ) u. (6)

式中 : x1 , x2 ∈R2 , z1 , z2 ∈R2 r .且

a ( x1 , x2 ,ε2 z1 ,εz2 ) =

- H11 f r - H12 f f -εH12 E2 z2 ,

b( x1 , x2 ,ε2 z1 ,εz2 ) =

- H21 f r - H22 f f -εH22 E2 z2 ;

A( x1 ,ε2 z1 ) =

λmin ( H220 K) - 1 H12 ( x1 ,ε2 z1 ) K,

B ( x1 ,ε2 z1 ) =

λmin ( H220 K) - 1 H22 ( x1 ,ε2 z1 ) K.

　　定义慢变子系统控制输入分量为 us ,快变子系

统控制输入分量为 uf ,则组合控制 u = us + uf ,且在

慢变子系统中 uf 为零.

　　下面推导慢变子系统的数学模型.首先设系统

的不变流形 z = h( x , u ,ε) ,其中 :zT = [ zT
1 , zT

2 ] , h是

x和ε的足够光滑的函数.因为多数情况下不能精确

求解出 z ,所以可采用在ε= 0展开的 taylor级数上

任意逼近 h( x , u ,ε) ,得

z1 : h1 ( x , u ,ε) =

　 h10 +εh11 +ε2 h12 + o(ε3 ) , (7)

z2 : h2 ( x , u ,ε) =

　 h20 +εh21 +ε2 h22 + o(ε3 ) , (8)

us = u0 +εu1 +ε2 u2 + o(ε3 ) . (9)

　　将式 (7) ～ (9) 代入 (6) ,按ε的同次幂项系数

相等求解 ,得

h10 = B- 1 ( x1 ,0) ( b( x1 ,0 ,0) +

　　H21 ( x1 ,0) u0 ) ,

h11 = B- 1 ( x1 ,0) H21 ( x1 ,0) u1 ,

h12 =

B- 1 ( x1 ,0) ( - Ûh21 +
5b
5q | q,Ûq = 0 h10 +

5b
5q | q,Ûq = 0 h21 - (∑

m

i = 1

5B
5qi

| q = 0 h10 i) h10 +

H21 ( x1 ,0) u2 + (∑
m

i = 1

5 H21

5qi
| q = 0 h10 i) u0 ) ,

h20 = 0 , h21 = Ûh10 , h22 = Ûh11 .

　　将所求得的 z代入式 (5) ,得到慢变子系统的数

学模型 ,忽略 o(ε2 ) 项 ,有

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 = M- 1
rr0 ( - f r0 + u0 +εu1 ) . (10)

式中 : M rr0 , f r0 表示ε= 0时的慢变分量 ; u0 和 u1 是

慢变子系统新的输入.可见 ,慢变子系统的动力学方

程与刚性机械臂动力学方程具有相同的形式.因此 ,
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慢变子系统代表了整个柔性机械臂的刚性部分[9 ] .

　　为了推导快变子系统的数学模型 ,定义如下状

态变量 :

�z1 = z1 - ( h10 +εh11 +ε2 h12 ) , (11)

�z2 = z2 - ( h20 +εh21 +ε2 h22 ) , (12)

式中变量上加“～”表示的是精确的快变量 z偏离系

统不变流形的差值.将式 (11) 和 (12) 代入系统方程

(6) ,并引入快变时间尺度τ= tε- 1 ,忽略 o(ε2 ) 项 ,得

　　d�z1 / dτ= �z2 ,

　　d�z2 / dτ = - B ( x1 ,0) �z1 + H210 uf + o(ε) . (13)

可见 ,快变子系统是线性系统.

　　综上所述 ,采用奇异摄动理论可将系统 (1) 分

解为慢变子系统 (10) 和快变子系统 (13) .实际系统

输出与两个子系统输出之间的关系如下 :

ys = Lx1 +ε2Ψh10 ,

yf =ε2Ψz1 . (14)

忽略 o(ε2 ) 项 ,则实际系统的输出为 y = ys = Lx1 .

4　柔性机械臂控制器设计
4 . 1　慢变子系统二阶滑模控制器设计

　　设 u0 = f r0 + M rr0 v0 , u1 = M rr0 v1 .代入式 (10) ,

得系统的状态方程如下 :

ẍ1 = v0 +εv1 , (15)

式中 v0 和 v1 为系统新的输入.令 v1 = CÛv 0 ,代入式

(15) ,得 ẍ1 = v0 +εCÛv0 .其中 C为设计矩阵 ,满足 v0

+εCÛv0 = 0渐近稳定 ,因此本文选取 C = I.

　　设系统端点位移期望的轨迹为 y d ,则关节矢量

的期望轨迹为 Lx d = yd .令 e = x1 ( t) - xd ( t) ,针对

系统 (15) ,分别提出如下积分型滑模面和非奇异终

端滑模

s ( t) = kp e + kI∫
t

0
ed t + kD Ûe , (16)

l ( t) =μÛs p/ q + s. (17)

式中 :μ> 0 , p和 q为奇数 ,且 2 > p/ q > 1 ; kp , kI , kD

为需要设计的滑模面系数.

　　为实现慢变子系统 (15) 在有限时间内跟踪期

望轨迹 ,提出如下二阶滑模控制策略设计定理 :

　　定理 1　对于慢变子系统 (15) ,令 v0 +εC Ûv0 =

vs ,选取积分型滑模面 (16) 和终端滑模 (17) ,如果采

取控制策略 (18) ,则系统 (10) 渐近跟踪任意有界期

望的 n阶可微信号 x d ( t) .

vv = kp vs + kD Ûvs ,

vv = vveq + vvn .

vveq = kp ẍd - kI ( x2 - Ûxd ) +

　　　kD x
⋯

d -
q
μp

Ûs 2 - p/ q ,

vvn = - αsgn ( l) - kl . (18)

式 (18) 的控制策略需用到滑模面 s的一阶微分 ,而

在实际系统的应用中 ,状态测量不可避免地含有噪

声 ,因而理想的微分运算不能在控制系统中直接应

用.本文通过一阶鲁棒微分估计器[1 ,2 ] 获得滑模面 s

的一阶微分估计值 s
·̂

,用其代替Ûs .滑模状态 s ( t) 一

阶滑模微分估计器设计如下 :

Ûρ =σ0 ,

σ0 =σ1 - λ0 |ρ- si | 1/ 2 sign (ρ- si ) ;

Ûσ1 = - λ1 sign (σ1 - σ0 ) ,

s
·̂

i ( t) =σ1 .

式中 :λ0 和λ1 为设计参数 , i = 1 ,2 .

　　 证 明 　 定 义 L yap unov 函 数 V ( t) =

0 . 5 l T ( t) l ( t) ,求导得

ÛV ( t) = lTÛl = lT (μpq - 1 Ûs p/ q- 1 s̈ + Ûs) =

lT ( pq - 1μÛs p/ q- 1 ( s̈ + q(μp) - 1 Ûs2 - p/ q) ) =

lT (μpq - 1 Ûs p/ q- 1 ( vv - kp ẍd + kI ( x2 -

Ûxd ) - kD x
⋯

d + q(μp) - 1 Ûs2 - p/ q) ) =

lTμpq - 1 Ûs p/ q- 1 ( - αsgn ( l) - kl) ≤

μpq - 1 Ûs p/ q- 1 ( - α| l | - kl2 ) . □

　　根据李亚普诺夫稳定定理 ,系统将在有限时间

到达并保持滑模状态 l = 0 ,而 s也将在有限时间内

到达并保持二阶滑模状态 ,此后 e将渐近收敛到零.

因此 , x1 ( t) 可在有限时间内跟踪到信号 xd ( t) .

4 . 2　基于频率成形滤波器的快变子系统最优控制

器设计

　　将快变子系统 (10) 重写为如下形式 :

z
～
·

1 = A11 �z1 + A12 �z2 , (19)

z
～
·

2 = A21 �z1 + A22 �z2 + B2 uf . (20)

式中 :A11 = 0 , A12 = I , A21 = - B ( x1 ,0) , A22 = 0 , B2

= H210 .

　　本文基于频率成形滤波器[10 ] ,采用二次性能指

标优化的方法设计最优控制策略.首先选择二次性

能指标函数

J =∫
∞

0
(�zT Q�z + uT

f Ru f ) d t , (21)

式中 Q和 R是常值权矩阵 ,满足 Q ≥0 , R > 0 .根据

Parseval’s原理 ,式 (21) 可重写为如下形式 :

J =∫
∞

- ∞
(�z 3 (j w) Q(j w) �z (j w) +

u3
f (j w) R(j w) uf (j w) ) dw . (22)

式中 :ζ3 和 u3
f 分别是ζ和 u f 的复数共轭转置矩阵 ,

在整个频域 w内 ,满足 Q( w) ∈R2 r×2 r ≥0 , R( w) ∈

R2×2 > 0 .本文将 R( w) 选作具有高通频率特性的滤

波器 ,以抑制输入信号的高频分量 ,起到去除抖振的
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作用.选取 Q( w) = I , R(j w) = w3
2 (j w) w2 (j w) , 其

中 w2 (j w) 为需要设计的高通滤波器的频率响应函

数 ,则式 (22) 可重写为如下形式 :

J =∫
∞

0
(�z 3 Q�z + �u 3 �u) d t , (23)

式中 �u ( s) = w2 ( s) uf ( s) , w2 ( s) 是 w2 (j w) 的傅立叶

逆变换.对应滤波器的状态方程为

ζ
·

= Aw2
ζ+ Bw2 uf ,

�u = Cw2
ζ+ Dw2 uf . (24)

式中 :Aw2 , Bw2 , Cw2 , Dw2 为设计矩阵.

　　采用高通滤波器后 ,组合系统的状态方程如

下 :

Ûxc = Ac x c + Bc u f , (25)

其中

Ac =

Aw2 0 0

0 A11 A12

0 A21 A22

,

xc =

ζ

�z1

�z2

, Bc =

Bw2

0

B2

.

对于系统 (25) ,二次性能指标更改为如下形式 :

J =∫
∞

0
( xT

c Qc xc + 2 xT
c N c u f + uT

f Rc u f ) d t. (26)

式中 :Qc = diag ( CT
w2 Cw2 , Q) , Nc = [ CT

w2 Dw2 ,0 ]T , Rc

= DT
w2 Dw2 .由最优控制原理 ,求得使性能指标 J ( uf )

取得极小值时的快变子系统的控制为

uf = - ( Kc + R- 1
c N T

c ) xc ,

Kc = R- 1
c B T

c Pc , (27)

式中 Pc 是下面黎卡提方程的解 :

( Ac - Bc R - 1
c N T

c ) T Pc + Pc ( Ac - Bc R - 1
c N T

c ) -

PcB c R - 1
c B T

c Pc + ( Qc - NT
c R - 1

c N c) = 0 .

可见 ,通过采用奇异摄动理论将系统分解为慢变子

系统和快变子系统 ,对两子系统分别设计控制策略

(18) 和 (27) ,可使系统跟踪给定参考信号.

5　仿真研究
　　下面用仿真实例进行分析.奇异摄动参数ε =

0 . 037 7 ;机械臂的参数如下 :L 1 = L 2 = 0 . 8 m ,ρ1 =

1 . 171 8 kg/ m ,ρ2 = 0 . 585 9 kg/ m , M t1 = 0 . 5 kg , M t2

= 0 kg , J 1 = 2 . 0 kg ·m2 , J 2 = 0 . 4 kg ·m2 , J h =

0 kg·m2 , EI 1 = 544 . 32 N·m2 , EI 2 = 68 . 04 N·m2 ;

系统状态初始值选取如下 :θ1 (0) = 1 ,θ2 (0) = 0 . 5 ,

其余选为 0 ; 跟踪的参考信号为 : x d1 = 1 . 25 -

(7/ 5) e - t + (7/ 20) e - 4 t , x d2 = 1 . 25 + e - t - (1/ 4) e - 4 t ;

滑模面参数 : p = 5 , q = 3 , kp = 5 , kI = 0 . 05 , kD =

1 , r = 1 .对于快变子系统 ,高通滤波器设计如下 :

w21 (j w) = ( 10 (j w + 0 . 5)
j w + 5 )

2
,

w22 (j w) = ( 0 . 05j w + 1
0 . 025j w + 1)

2
.

　　仿真结果如图 2～图 5所示 :图 2和图 3分别为

两个机械臂的跟踪误差 ,可见关节转角能跟踪给定

轨迹 ;图 4和图 5为两个柔性臂的控制输入 ,由仿真

结果可见 ,它们有效地削弱了抖振.

图 2　第 1个臂关节转角的跟踪误差

图 3　第 2个臂关节转角的跟踪误差

图 4　第 1个臂的控制输入 u1

图 5　第 2个臂的控制输入 u2

6　结 　　论
　　根据积分流形和奇异摄动方法 ,将柔性机械臂

的运动控制分解为慢变的等效刚性臂运动控制和快
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变的振动控制.对于慢变子系统 ,基于鲁棒滑模微分

估计器设计二阶滑模控制 ,使系统状态跟踪期望的

轨迹 ,保留了滑模的鲁棒性和易于实现的特点 ,有效

地去除了抖振和信号噪声.对于快变子系统 ,采用动

态补偿器抑制输入信号的高频分量 ,设计最优控制

规律 ,使柔性模态快速趋于稳定值.仿真结果表明 ,

本文提出的混合控制方法 ,在保证刚性轨迹精确跟

踪期望值的同时 ,弹性振动得到了有效抑制.
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