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基于集对分析的不确定多属性决策方法

杨俊杰 , 周建中 , 方仍存 , 刘　力
(华中科技大学 水电与数字化工程学院 , 武汉 430074)

摘　要 : 提出一种基于集对分析的多属性决策方法.该方法具有如下特点 :能够有效处理决策过程中的不确定因素 ;

基于可能势的联系数排序能够准确反映联系数间的同一对立程度 ,并能利用联系数的差异度对排序结果进行稳定性

分析 ;用联系数决策矩阵的概念来刻画备选方案与正、负理想方案组成集对的同一对立程度 ,并以此为依据实现多属

性决策.实例计算表明 ,该方法是求解不确定多属性决策问题的一种有效工具.
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Abstract : The new multi2att ribute decision making (MADM) methods based on set pair analysis are proposed. The

methods can effectively deal with the uncertain factors in decision making process. The ranking methods based on

relatively certainty probability power can accurately depict the identity2contrary degree of the connection numbers and

analyze the reliability of the ranking result by the discrepancy degree of connection numbers. Connection number

decision matrix can obtain the identity2contrary degree of the set pairs st ructured by alternative schemes and ideal

scheme , and is the core of MADM. Simulation result s show that the proposed method is an effective tool to solve the

uncertain multi2att ribute decision making problems.
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1　引　　言
　　如何有效处理决策过程中的不确定信息是多属

性决策研究中的重要内容[1 ,2 ] .传统方法是将不确

定信息转换为确定信息 ,因而决策结果的可信度不

高[3 ] ,对决策结果也很难作进一步的分析比较 ,达不

到柔性决策的要求.集对分析为不确定性信息的处

理提供了一种新的思路 ,它重视信息处理中的相对

性和模糊性 ,从问题本身分离出相对确定性信息和

相对不确定性信息 ,在相对确定条件下进行决策 ,然

后利用相对不确定性信息对决策结果进行稳定性分

析[3 ] .集对分析的应用已取得一定的成果[ 426 ] ,但尚

缺乏系统深入的研究.

　　本文深入研究了集对分析联系数的排序和联系

数决策矩阵的实现方法 ,并在此基础上提出了基于

集对分析多属性决策问题的实现方法.

2　集对分析及其联系数的排序
　　集对分析 ( SPA) 用同异反联系数 (简称联系

数) 统一描述系统中的各种不确定性 ,其基本定义

如下[7 ] :

μ = a + bi + cj . (1)

式中 : a , b和 c分别称为μ的同一度、差异度和对立

度 ; i和 j 仅作为标记 ,即表示 b是差异度 , c是对立

度 ,并以这两个标记称之为联系数.

　　在基于集对分析的多属性决策方法中 ,通过联

系数的排序来描述备选方案与理想方案间的同一对

立程度.目前大多文献中的排序方法主要有势级排
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序[7 ] 和相对贴近度方法[3 ] ,但都存在排序结果不合

理、不能进行稳定性分析等问题.本文提出的联系数

排序方法 ,能够准确地刻画联系数间的同一对立程

度.

　　定义 1　设联系数μ = a + bi + cj ,则 :

　　1) μ的相对确定可能势 P (μ) 为

P(μ) =
2 a

b + c
-

c
a + b

; (2)

　　2) μ的相对乐观可能势 Po (μ) 为

Po (μ) =
2 a +γb

(1 - γ) b + c
-

c
a + b

; (3)

　　3) μ的相对悲观可能势 P p (μ) 为

Pp (μ) =
2 a

b + c
-

c +γb
a + (1 - γ) b

. (4)

式中 :γ为不确定演化因子 ,γ∈[0 ,1 ].式 (2) ～ (4)

中的第 1项代表系统中同一趋势所占比例 ,第 2 项

则代表对立趋势所占比例. P(μ) 为 Po (μ) 和 Pp (μ)

中γ为 0的特例.

　　P(μ) 不考虑 b的变化所带来的影响 , Po (μ) 认

为 b有向同一度转变的趋势 , Pp (μ) 则认为 b有向对

立度转移的趋势. Po (μ) 和 Pp (μ) 能反映系统在演

化过程中不确定因素向同一度和对立度转变的趋

势.联系数的可能势越大 ,所刻画系统的同一度趋势

越大 ;反之 ,则对立度趋势越大.

　　基于 P(μ) 的排序不受不确定因素的影响 ,所

以是稳定的. 基于 Po (μ) 和 Pp (μ) 的排序 ,当γ在

[0 ,1 ]间变化时 ,会影响排序结果的稳定性 ,因此需

在γ变化时对排序结果的稳定性进行分析.

　　1) γ对 Po (μ) 排序的稳定性分析

　　设两联系数在γ= 0时的排序名次为 k和 l ,记

两联系数为μk和μl ,排序结果为 Pk
o (μ) < Pl

o (μ) ,代

入式 (3) ,有

2 ak

bk + ck
-

ck

a k + bk
<

2 al

b l + cl
-

cl

a l + bl
. (5)

　　当γ≠0时 ,设排序结果保持不变 ,将 Pk
o (μ) <

Pl
o (μ) 代入式 (3) ,则

2 ak +γbk

(1 - γ) bk + ck
-

ck

a k + bk
<

2 al +γb l

(1 - γ) bl + cl
-

cl

a l + bl
. (6)

　　求解式 (5) 和 (6) ,可得到保持排序结果不变的

γ的容许范围为

0 <γ < min 1 ,
al b l (1 - ak ) 2 - ak bk (1 - al )

2

al bl bk - ak bkb l
.

(7)

　　2) γ对 P p (μ) 排序的稳定性分析

　　设两联系数在γ= 0下的排序名次为 k和 l ,排

序结果为 Pk
p (μ) < Pl

p (μ) .当γ≠0时 ,排序结果不

变 ,代入式 (4) ,有

2 ak

bk + ck
-

ck +γbk

a k + (1 - γ) bk
<

2 al

b l + cl
-

cl +γb l

a l + (1 - γ) bl
. (8)

　　求解式 (5) 和 (8) ,可得保持排序结果不变的γ

的容许范围为

0 <γ < min 1 ,
bl (1 - ck ) 2 - bk (1 - cl )

2

bl bk ( cl - ck )
. (9)

　　对于基于 Po (μ) 或 Pp (μ) 的一组排序结果 ,用

式 (7) 或 (9) 对联系数两两计算其γ的容许范围 ,分

析排序结果的稳定性 ,以寻求更多合理的排序结果.

3　联系数决策矩阵
　　联系数决策矩阵用来刻画各备选方案与理想

方案组成的集对在相对接近程度意义下的同一对立

趋势.理想方案包括正理想方案和负理想方案.

　　多属性决策问题可描述为 D ( A ,U , W , F) . 其

中 :有限备选方案集 A = { A l } , l = 1 ,2 , ⋯, n;有限

属性集U = { U k } ;属性权重W = { w k } , k = 1 ,2 , ⋯,

m ;决策矩阵 F = { f kl } m×n .与 F对应的相对优属度

矩阵为 R = { rkl } m×n ,记 R = { R1 , ⋯, R l , ⋯, Rn} ,其

中 R l 为第 l 个备选方案的相对优属度向量 , R l =

{ r1 l , r2 l , ⋯, rml }
T .

3 . 1　与正理想方案相对接近程度法

　　设 R 的正理想方案为 R + = { r+
k } , r+

k =

max
l = 1 , ⋯, n

( rkl ) , k = 1 ,2 , ⋯, m. 集对{ rkl , r+
k } 在相对接

近程度意义下的联系数定义为

μ+
kl =

rkl

r +
k

+ ( r+
k - rkl

r +
k

) j . (10)

式中 :等号右边的两项分别为μ+
kl 的同一度 a +

kl 和对

立度 c +
kl ,差异度 b+

kl = 0 .μ+
kl 是对集对{ rkl , r+

k }的一种

相对确定性的同一对立刻画 , rkl 越接近 r +
k ,μ+

kl 的同

一度越大 ,对立度越小 ;反之 ,同一度越小 ,对立度越

大.当 rkl = r+
k 时 ,μ+

kl = 1 + 0 j ,表示集对{ rkl , r+
k } 完

全确定.

　　备选方案 f l 与正理想方案组成的集对 { R l ,

R+ } 在相对接近程度意义下的联系数为

μ+
l = (∑

m

k = 1
w k ·a+

kl ) + (∑
m

k = 1
w k ·c+

kl ) j . (11)

式中 :μ+
l 的第1分量为同一度 a+

l ,第2分量为对立度

c+
l .

3 . 2　与负理想方案相对接近程度法

　　设 R 的负理想方案为 R - = { r-
k } , r-

k =

min
l = 1 , ⋯, n

( rkl ) , k = 1 ,2 , ⋯, m. 集对{ rkl , r-
k } 在相对接

近程度意义下的联系数定义为
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μ-
kl =

r-
k

r kl
+ ( rkl - r-

k

r kl
) j , (12)

式中μ-
kl 的两项分别为同一度 a -

kl 和对立度 c+
kl .μ-

kl 是

对集对 { rkl , r-
k } 的一种相对确定性的同一对立刻

画 , rkl 越远离 r -
k ,μ-

kl 的同一度越小 ,对立度越大 ;反

之 ,同一度越小 ,对立度越大.当 rkl = r-
k 时 ,μ-

kl = 1

+ 0 j ,表示集对{ rkl , r-
k } 完全确定.

　　备选方案 f l 与负理想方案组成的集对 { R l ,

R - } 在相对接近程度意义下的联系数为

μ-
l = (∑

m

k = 1
w k ·a-

kl ) + (∑
m

k = 1
w k ·c-

kl ) j . (13)

式中 :μ-
l 第 1分量为同一度 a-

l ,第 2分量为对立度

c-
l .

3 . 3　综合理想方案法

　　在一些决策问题中 ,接近正理想方案的备选方

案不一定同时远离负理想方案[3 ] ,而且前面 2 种方

法得到的联系数都是确定的 ,不能对决策结果进行

稳定性分析.本文的综合理想方案法将系统地考虑

这两方面的因素.

　　式 (10) 的 a+
kl 和式 (12) 的 c-

kl 分别表示 r kl 接近

r+
k 和远离 r -

k 的趋势 , c+
kl和 a -

kl则表示 r kl远离 r +
k 和接

近 r-
k 的趋势.用 a+

kl ×c-
kl 评价 r kl 对 r +

k 的接近程度和

对 r-
k 的远离程度 ,用 c+

kl ×a-
kl 评价 r kl 对 r+

k 的远离程

度和对 r-
k 的接近程度.刻画 rkl 在区间[ r-

k , r+
k ]上接

近 r+
k 并远离 r -

k 的联系数为

μkl = ( rkl

r +
k

-
r-

k

r+
k

) + (1 -
rkl + 2 r-

k

r +
k

-

r-
k

r k
) i + ( r-

k

r kl
-

r-
k

r +
k

) j , (14)

式中μkl 的 3个分量分别为 akl , bkl 和 c kl .

　　式 (14) 中 :当 rkl = r+
k 时 , akl + bkl = 1 ,其中 akl

= ( r+
k - r-

k ) / r+
k 取得最大值 ;当 rkl = r-

k 时 , ckl + bkl

= 1 , ckl = ( r+
k - r-

k ) / r+
k 取得最大值 ,但此时联系数

的同一度 (或对立度) 小于 1 ,也就是说在判断同一

性和对立性上具有不确定性 ,这也说明联系数对系

统不确定性的刻画方法与传统的模糊数学不同 ,联

系数的这种性质称为两级刻画的模糊性[3 ] .

　　备选方案 f l 在相对接近程度意义下基于综合

理想方案的联系数为

μl = (∑
m

k = 1

w k ·akl ) + (∑
m

k = 1

w k ·bkl ) i +

(∑
m

k = 1
w k ·ckl ) j , (15)

式中μl 的 3个分量分别为同一度 al ,差异度 bl 和对

立度 cl .

4　决策方法
4 . 1　决策步骤

　　Step1 : 计算目标优属度矩阵.

　　Step2 : 根据问题的特点和决策需求 ,选择式

(11) , (13) 或 (15) 中的一种方法 ,计算联系数决策

矩阵 ,得到各个备选方案的决策联系数值.

　　Step3 : 用式 (2) ～ (4) 计算各备选方案决策联

系数的 P(μ) , Po (μ) 和 Pp (μ) ,并以此为依据对备选

方案进行排序.对联系数决策矩阵中的任意两备选

方案 ,用式 (7) 或 (9) 计算其γ的容许变化范围值

Δγ.对Δγ按升序排序 ,根据不同的Δγ区间得到所

有可能的排序结果.如果Δγ最小值不小于 1 ,则表

明排序结果是稳定的.

4 . 2　实例分析

　　用文献 [2 ] 中的例 3 . 9 (最佳防御要点选择问

题) 检验本文方法的有效性. 该问题有 6 个目标、5

个备选方案.其中 :目标 f 3 , f 4 和 f 5 属于效益型 ; f 1

属于成本型 ; f 2 属于固定型. 各个防御要点的目标

值由决策矩阵 F给出.

　　　　A 1 　　A 2 　　A 3 　　A 4 　　A 5

F =

f 1

f 2

f 3

f 4

f 5

f 6

1 250 750 1 370 1 250 2 200

250 984 766 1 861 2 161

0 . 34 0 . 23 0 . 39 0 . 36 0 . 29

83 110 130 234 176

14 25 10 26 14

中等 好 差 好 差

.

(16)

经专家评判确定 ,各目标的权重向量为

w = (0 . 24 ,0 . 18 ,0 . 18 ,0 . 12 ,0 . 12 ,0 . 16) T .

(17)

将式 (16) 变换为目标相对优属度矩阵[2 ] ,则

　　　　A 1 　　A 2 　　A 3 　　A 4 　 A 5

R =

f 1

f 2

f 3

f 4

f 5

f 6

0 . 60 1 . 0 0 . 55 0 . 60 0 . 34

0 . 55 0 . 79 0 . 70 0 . 72 0 . 62

0 . 87 0 . 59 1 . 0 0 . 92 0 . 74

0 . 35 0 . 47 0 . 56 1 . 0 0 . 75

0 . 54 0 . 95 0 . 38 1 . 0 0 . 54

0 . 75 1 . 0 0 . 50 1 . 0 0 . 50

.

(18)

由式 (18) 得到正负理想方案为

　R+ = (1 . 00 ,0 . 79 ,1 . 00 ,1 . 00 ,1 . 00 ,1 . 00) ,

(19)

　R - = (0 . 34 ,0 . 55 ,0 . 59 ,0 . 35 ,0 . 38 ,0 . 5) . (20)

　　基于与正、负理想方案相对接近程度法的计算

结果如表 1所示.
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表 1　基于与正负理想方案相对接近程度法的决策结果

备选

方案

与正理想方案
相对接近法

a c

P(μ)
与负理想方案
相对接近法

a c

P(μ)

A 1 0 . 652 7 0 . 347 3 3 . 226 9 0 . 749 2 0 . 250 8 5 . 639 1

A 2 0 . 856 6 0 . 143 4 11 . 779 6 0 . 604 3 0 . 395 7 2 . 399 2

A 3 0 . 664 3 0 . 335 7 3 . 452 2 0 . 751 0 0 . 249 0 5 . 700 3

A 4 0 . 873 7 0 . 126 3 13 . 684 5 0 . 556 5 0 . 443 5 1 . 713 1

A 5 0 . 590 9 0 . 409 1 2 . 195 9 0 . 683 6 0 . 316 4 3 . 859 1

结果 A 4 : A 2 : A 3 : A 1 : A 5 A 4 : A 2 : A 5 : A 1 : A 3

　　从表 1可看出 ,在与正理想方案相对接近法的

计算结果中 ,方案 A 3比 A 5更接近正理想方案 ,但在

与负理想方案相对接近法的结果中 ,方案 A5 比 A 3

更远离负理想方案 ,说明接近正理想方案的备选方

案不一定同时远离负理想方案.与正理想方案相对

接近法的结果与文献 [2 ] 的最小隶属度偏差法、最

大隶属度偏差法、相对比值法的 q = 1和极大极小法

的计算结果相同.

　　基于综合理想方案法的各备选方案决策联系

数及排序结果如表 2所示.

表 2　基于综合理想方案法的决策结果

备选

方案

联系数

a b c

P(μ)
Po (μ)

(γ= 0 . 611 4)

Pp (μ)
(γ= 1 . 00)

A 1 0 . 286 4 0 . 471 3 0 . 242 3 0 . 482 9 1 . 703 9 - 0 . 711 3　

A 2 0 . 478 8 0 . 414 2 0 . 107 0 1 . 717 5 4 . 399 0 0 . 579 1　

A 3 0 . 290 8 0 . 463 2 0 . 246 0 0 . 493 8 1 . 703 8 - 0 . 711 1　

A 4 0 . 499 2 0 . 417 3 0 . 083 5 1 . 902 5 5 . 011 6 0 . 793 5　

A 5 0 . 221 2 0 . 458 6 0 . 320 2 0 . 097 1 0 . 979 2 - 1 . 130 0 　

　　根据 P(μ) 的排序结果为 A 4 : A 2 : A 3 : A 1

: A 5 ,由式 (7) 计算得到 Po (μ) 中γ的容许变化范

围有 [0 ,0 . 611 3 ] 和 [0 . 611 3 ,1 ]. 因此 , 得到基于

Po (μ) 的两种排序结果分别为 A 4 : A 2 : A 3 : A 1

: A 5 和 A 4 : A 2 : A 1 : A 3 : A 5 .由式 (9) 计算得

到 Pp (μ) 中的γ值大于 1 ,因而基于 Pp (μ) 的排序结

果是稳定的 ,同 P(μ) .

5　结 　　论
　　基于集对分析的多属性决策 ,对不确定因素采

取客观承认、系统分析的方法 ,克服了传统方法将不

确定因素转换为确定因素所带来的不利影响.本文

首先提出了联系数基于可能势的排序方法 ,并给出

了使排序结果保持稳定的不确定演化因子的计算方

法 ;然后提出了联系数决策矩阵的 3种实现方法 :与

正、负理想方案相对接近程度法以及综合理想方案

法 ,后者能够准确反映备选方案接近正理想方案且

远离负理想方案的程度 ;最后给出了基于集对分析

决策方法的实现步骤 ,并通过一个实例计算 ,表明了

所提出方法的有效性.
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