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基于依参数 Lyapunov函数的不确定系统鲁棒稳定控制
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摘　要 : 采用依参数 Lyapunov函数方法 ,对一类含不确定参数的连续线性系统进行鲁棒稳定控制器设计.通过引入

合适的松弛变量扩大参数寻优空间 ,从而降低系统设计的保守性.此外 ,为进一步增加系统设计的自由度 ,对上述松

弛变量进行参数化 ,从而获得保守性更低的稳定条件.仿真结果表明 ,所提出的控制器设计方法与现有方法相比对不

确定参数具有更好的鲁棒性.
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Abstract : Based on parameter dependent Lyapunov functions , this paper present s a sufficient robust stability condition

for a class of linear systems with polytopic type uncertainty. A new structure of slack variables is int roduced to

provide extra f reedoms in the solution space , which result s in reduction of conservatism. In addition , the slack

variables are parameterized in order to obtain the less conservative condition for the uncertain systems. Simulation

result s show the superiority of the method proposed in this paper.
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1　引　　言
　　含不确定参数系统的鲁棒分析与综合问题一直

是控制界的研究热点 ,而对于该问题的研究 ,目前大

多采用 Lyap unov稳定理论 ,其中二次稳定是一个

非常重要的概念和方法[1 ] .但是 ,二次稳定条件要求

系统状态所有可能的轨线只存在单一 L yap unov变

量 ,这种限制过于苛刻 ,因此二次稳定是一个较为保

守的概念[2 ] . 若能根据变化的参数选择不同的

L yap unov函数 ,则可以大大降低系统设计的保守

性.因此 ,不少学者通过将 Lyap unov变量参数化而

获得一类依参数 L yap unov函数的稳定条件[3 ,4 ] ,相

对于单一 L yap unov 函数的稳定条件 ,其系统保守

性得到明显改善.

另外 ,基于二次稳定理论的鲁棒控制器设计具

有明显的凸性特点[5 ] ,因此诸如 L MI等凸优化技术

已成为目前普遍采用的数学工具.鉴于优化计算和

矩阵的结构特点 ,Oliverra 等[6 ]首次在不确定系统

的鲁棒分析与综合中通过引入松弛变量 ,达到降低

系统设计保守性的目的.此后又有很多学者在这方

面进行了大量研究[ 7 ,8 ] .

本文在文献[ 9 ]的基础上 ,通过引入适量的松弛

变量来增加系统设计的自由度 ,从而改善原有结果

的保守性.这种松弛 L MI结构的处理方式 ,其本质

是扩大了优化计算的寻优空间 ,从而可获得保守性

更低的鲁棒稳定条件.

2　问题描述和理论准备
　　考虑如下含有不确定参数θ的连续线性系统 :

Ûx ( t) = A (θ) x ( t) + B (θ) u( t) . (1)

其中 : x ( t) ∈Rn是系统状态变量 ; u( t) ∈Rm是系统

控制输入 ;系统参数矩阵 A 和 B 都是含有变参数θ
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的不确定性矩阵 ,为书写方便 ,将二元组 ( A i , B i ) 记

为 S i .假定构成系统 (1) 的不确定参数矩阵组 ( A ,

B) 是集合Ω中基元的凸组合 ,即

Ω Χ Co{ S1 , S2 , ⋯, S E} =

{ ∑
E

i = 1
v i S i ; vi ≥0 , ∑

E

i = 1
v i = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, E} .

(2)

其中 : S i 是集合Ω中的基元 , E是基元个数.将满足

式 (2) 的不确定模型称为多胞模型[2 ] .

引理 1[10 ] 　对于任何对称矩阵 Q = QT ,矩阵 F

以及一个定义在紧集上的实矩阵集合 H ,下面两种

表述等价 :

1) 对于 Π H ∈H , Πξ≠0且 H Fξ = 0使

ξT Qξ < 0 ; (3)

　　2) 对于 Π H ∈H ,存在一个Θ =ΘT 使

Q + FTΘF < 0 , N T
HΘN H ≥0 . (4)

　　上述引理实际上是对 Finsler定理[11 ] 的一种推

广 ,并且式 (3) 和 (4) 利用了无损 S2Procedure[2 ] .

引理 2[12 ] 　以下不等式表述的两个条件等价 :

Φ+ AΠB + B TΠT A T < 0 , (5)

I 0

0 A

B 0

0 I

T Φ I 0 0

I 0 0 0

0 0 T S

0 0 S T R

I 0

0 A

B 0

0 I

< 0 ,

I

Π

T T S

S T R

I

Π
≥0 . (6)

其中 :矩阵 T和 R 是对称矩阵 , S是任意方阵.

引理 3[9 ] 　对于采用凸胞模型 (2) 描述的参数

不确定系统 (1) ,在参数摄动时保持系统渐近稳定的

充分条件是 :存在正定矩阵 Pj和 J ij ,对称矩阵 Qi和

矩阵 U 以及正标量α,使

Π0 B i M 0

3 - U - U T αP j - U

3 3 - J ij

< 0 , (7)

其中Π0 = A i P j + Pj A
T
i + B i M + M T B T

i + Q j - Qi +

J ij .则变参数多胞系统 (1) 的状态反馈增益矩阵为

K =αM U - 1 .这里正标量α是系数指示标度 ,选择合

适的数值可增大 L yap unov变量 Pj 的范数值 ,改善

鲁棒稳定条件的保守性.

3　状态反馈控制器设计
　　针对凸胞模型 (2) 描述的参数不确定系统 (1) ,

下面给出本文的主要结果.

定理 1　对于变参数多胞系统 (1) ,若存在正定

对称矩阵 Pj和 J ij ,对称矩阵 T和 R以及矩阵M ,U ,

S , Qi ( i , j = 1 ,2 , ⋯, N) ,标量α > 0 ,使

T0 3 3 3
0 - U - U T 3 3
0 αP j - U T - J ij 3

M + S T B T
i M 0 R

< 0 , (8)

其中 T0 = A i P j + Pj A
T
i + Q j - Qi + J ij + B i TB T

i ,

并同时满足 T + S T + S + R ≥0 .则参数不确定系统

(1) 在鲁棒稳定时的状态反馈增益阵为 K =

αM U - 1 .

证明 　考虑如下不等式 :

B i

0

0

F[ M　M　0 ] +

M T

M T

0

F[ B T
i 　0　0 ] +

Ψ 0 0

3 - U - U T Pj - U

3 3 - J ij

< 0 . (9)

其中 :Ψ = A i P j + Pj A
T
i + Qj - Qi + J ij , F是一个适

维的对称矩阵.根据引理 2可知 ,不等式 (9) 等价于

I 0

0 K̂

B̂ i 0

0 I

T Ξ I 0 0

I 0 0 0

0 0 T S

0 0 S T R

I 0

0 K̂

B̂ i 0

0 I

< 0 ,

I

F

T T S

S T R

I

F
≥0 . (10)

其中

Ξ =

Ψ 0 0

3 - U - U T Pj - U

3 3 - J ij

,

K̂ = [ M　M　0 ]T , B̂ i = [ B T
i 　0　0 ].

令 F = I ,这里 I是单位矩阵 ,按文献[9 ]给出的改善

系统鲁棒稳定条件保守性的数值处理方法 ,用αP j

替代Ξ中的 P j ,则条件 (10) 化简后可写成条件 (8) ,

并满足 T + S T + S + R ≥0 .考虑当 F = I ,且条件
(8) 满足时 ,由条件 (9) 与 (8) 的等价关系和引理 3

得到的状态反馈增益阵 K =αM U - 1 ,使变参数多胞

系统 (1) 鲁棒稳定. □

在不等式 (8) 中已引入了松弛变量 T , S 和 R ,

这些松弛变量能增加控制器设计的自由度 ,进而降

低系统设计的保守性.应该指出的是 ,这种增加松弛

变量的方法会增加一定的计算代价 ,但本文中鲁棒

控制器的求解计算都是离线计算.

需特别说明的是 :当满足条件 R < 0 时 , 由

Schur补引理[2 ] ,条件 (8) 可进一步写成

T0 3 3
0 - U - U T 3
0 αP j - U T - J ij

-
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M T + B i S

M T

0

R - 1 ( 3 ) T < 0 . (11)

若令 S = T = - R且 R - 1 与 M正交 ,则不等式 (11)

与 (7) 完全一致 ,此时 T + S T + S + R ≥0自动满足.

于是 ,不等式 (8) 的成立必然能推出不等式 (7) 的成

立.因此 ,条件 (7) 只是作为 (8) 的一种特殊形式而

存在.

为进一步扩大系统稳定条件下的参数摄动范

围 ,设定三元组 ( T , S , R) 为凸胞组合 ,即

( T , S , R) =

Co{ ( T1 , S1 , R1 ) , ⋯, ( TN , S N , RN ) } , (12)

其中 N 是基元个数.

定理 2　对于变参数多胞系统 (1) ,若存在正定

对称矩阵 Pj 和 J j ,对称矩阵 T i 和 R i ,以及矩阵 M ,

U , S i , Qi ( i , j = 1 ,2 , ⋯, N) ,正标量α,使

　

K0 3 3 3
0 - U - U T 3 3
0 αP j - U T - J j 3

M + S T
i B T

i M 0 R i

< 0 , (13)

其中 K0 = A i P j + Pj A
T
i + Q j - Qi + B i T iB

T
i ,并同

时满足 T i + S T
i + S i + R i ≥0 .则变参数多胞系统 (1)

鲁棒稳定时的状态反馈增益阵为 K =αM U - 1 .

证明过程与定理 1类似.

4　仿真实例
　　考虑如下含摄动参数 d的不确定系统[9 ] :

A 1 =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

- 12 - 3 d - 12 - 3 d - 25 - 1

,

B1 = [0　0　 - 6　6 ]T ; (14)

A 2 =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

- 12 + 3 d - 12 + 3 d - 25 - 1

,

B2 = [0　0　0　6 ]T . (15)

　　对于系统 (14) 和 (15) ,当不确定参数 d最大摄

动值为 12 . 63 时 ,按照定理 2 给出的鲁棒稳定控制

设计方法得到状态反馈增益矩阵为

K =

[ - 12 . 460 0　 - 32 . 932 1　 - 1. 648 7　 - 2. 845 0 ] ,

其中α = 100 .

对于本文而言 ,不确定参数 d在 [0 ,12 . 63 ] 范

围内摄动时 ,参数不确定系统 (14) 和 (15) 在上述静

态反馈控制器 K的作用下保持鲁棒渐近稳定. 另

外 ,由文献[9 ]给出鲁棒稳定控制条件 (7) 在 0 ≤ d

≤11 . 62时有可行解存在 ,但当 d = 12 . 63时没有可

行解存在.这说明本文给出的控制器设计较文献[9 ]

具有更低的保守性.

下面借用文献[9 ]给出的不确定系统稳定度指

标 ,定义泛函ρ( d) 作为不确定系统稳定的度量指

标 ,其值为通过状态反馈后得到的闭环系统中所有

特征值实部的最大值.图 1 分别给出了按照不同方

法得到的ρ( d) 值.其中 :曲线1～曲线 4分别代表基

于标准二次稳定理论、文献 [13 ]、文献[9 ]和本文定

理 2的数值结果.

图 1　系统稳定指标度

由图 1 可知 ,采用标准二次稳定理论设计的闭

环系统在不确定参数 d变化到 4左右时系统失稳 ;

而基于文献 [13 ] 的设计方法得到的闭环系统在不

确定参数 d为 9左右时也失去了稳定 ;文献[9 ]对于

不确定参数 d在摄动范围为[0 ,11 . 62 ]时有严格可

行解存在 ; 而本文方法对于不确定参数 d 在 [0 ,

12 . 63 ]范围内变化时均有严格可行解存在.

5　结 　　论
　　本文针对变参数多胞系统进行状态反馈控制增

益阵的求解 ,使闭环系统在参数摄动情况下保持鲁

棒稳定.此外 ,已有的结果可作为本文的特例.为进

一步增加系统对变参数的鲁棒性 ,本文对松弛变量

采用依参数形式扩大参数寻优空间 ,可较好地改善

原有结果的保守性.仿真结果表明 ,本文方法对于变

参数摄动具有更好的鲁棒性.
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