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一种保持群体多样性的多目标遗传算法

申晓宁 , 郭　毓 , 陈庆伟 , 胡维礼
(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 提出一种保持群体多样性的多目标遗传算法.该算法采用一种基于信息熵的测度 ,以衡量群体在多目标空

间下的多样性 ,并利用该测度将群体当前的进化状态 (多样性)与算法的运行机制相关联 ,设计了若干种增强算法探

索力度的策略 ,有效地开拓了算法的搜索范围 ,提高了进化过程中群体的多样性 ,防止了算法早熟收敛.对所提出算

法的计算复杂度进行了理论分析.仿真实验表明 ,所提出的算法具有较好的收敛性能和分布特性.
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Abstract : A multi2objective genetic algorithm keeping diversity of the population is proposed. The algorithm uses a

metric based on entropy to measure the diversity of the population in the case of multi2objective space. The evolving

state of the current population is associated with the running mechanism of the algorithm by the diversity metric , and

several st rategies are designed to enhance the extent of exploration of the algorithm , which widens the searching range

of the algorithm , and increases the diversity of the evolving population and prevent s premature convergence. The

computational complexity of the algorithm is analyzed theoretically. Simulation result s indicate that the proposed

algorithm has good performance of convergence and dist ribution.
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1　引　　言
　　遗传算法基于群体操作能在一次运行结束后并

行搜索到多个解 ,因而它特别适合于求解具有多个

解的多目标优化问题.多目标遗传算法有两个关键

性的技术问题需要解决[1 ] :一是通过选取适当的适

应值评价和选择策略 ,引导算法收敛到问题真实的

Pareto最优前沿 ;二是在进化过程中维持群体的多

样性 ,并使得算法搜索到的近似 Pareto 最优前沿具

有良好的分布特性且散布在较广的范围.

　　目前 ,维护进化群体及最终解集多样性的方案

有多种 :NSGA [2 ]等算法采用小生境法 ,使得与其余

个体相似性较小的个体有更多的机会被遗传到下一

代的群体中 ; PA ES[ 3 ]采用网格法对搜索空间进行

划分 ,个体邻域的密度定义为与它处于同一网格中

的个体的数目 ; SPEA [4 ]采用聚类法对相似个体进

行合并 ;SPEA2[5 ]和 NSGA2Ⅱ[6 ]分别采用“最近邻

居法”和“排挤距离”估计个体邻域的密度 ;文献 [ 7 ]

将与某个体距离最近的两个体的平均距离作为该个

体的密度估计指标.上述方法各有特点 ,但在某些情

况下 ,它们只能求得问题全局 Pareto 最优前沿的子

集 ,或陷入局部最优前沿.究其原因 ,一是算法进行

选择操作的首要依据是个体的 Pareto 非支配级别 ,

只有当级别相同时才将密度信息作为选择的标准.

该做法只能在当前搜索到的非支配解集中维持较好

的分布性能 ,而不能推动算法进一步探寻到更宽广

或更优的区域 ;二是算法在进化选优的过程中 ,对精
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英个体过度“利用”,适应度较高的个体 (当前非支配

解)将逐渐占据整个群体 ,新个体难以进入 ,导致交

叉、变异等繁殖算子因交配池中的个体模式缺乏多

样性而无法产生新区域中的解 ;三是在算法运行过

程中 ,未将群体当前的进化状态与选择及搜索机制

相关联 ,算法不能依据群体状态的动态变化而及时

地调整搜索策略 ,具有一定的盲目性.

　　近年来 ,有一些学者将信息熵的概念引入多目

标优化方法的研究.文献 [ 8 ]利用熵度量 Pareto 解

集分布的平坦性 ,但它需将问题的可行空间划分为

多个网格单元 ,对每个网格均需计算密度函数 ,当网

格数目很大时计算量将大大增加 ,且当优化目标数

大于 2时 ,需要将解集在目标空间上构成的超平面

投影到二维平面上再计算熵.文献[ 9 ]引入相对熵作

为目标间均衡性的评价指标 ,以避免极端不均衡解

的产生 ,为寻找偏好解提供了途径.然而 ,该方法需

要确定均衡性重要程度系数和小生境参数 ,这些参

数对算法的结果有较大的影响.

　　针对现有方法的不足 ,本文提出一种保持群体

多样性的多目标遗传算法 ,简称 KDMO GA.该算法

基于信息熵度量多目标空间下群体的多样性 ,无需

设定任何额外的参数 ,整个求解过程方便可行 ;采用

外部集合保存历代搜索到的精英个体 ,并依据该集

合中个体的多样性自适应地调整算法参数 ,以指导

选择操作和搜索机制 ,防止算法因对当前精英的过

度依赖而产生停滞现象或早熟收敛.仿真算例表明

了所提算法的有效性.

2　一种新型的基于熵的群体多样性测度
　　定义 1 (多样性测度 E) 　设群体 pop中的个体

依据目标向量间的相似性可划分为 K个不同种类

的子集 C1 , C2 , ⋯, CK ,各子集中的个体数目分别为

| C1 | , | C2 | , ⋯, | CK | ,且 Π i , j ∈{ 1 ,2 , ⋯, K} ,

Ci ∩Cj = <, ∪
K

i = 1
Ci = pop ,则 pop的多样性测度 E

定义为

E =

- ∑
K

j = 1

Pj log ( Pj )

Dmax . (1)

其中 : Pj = | Cj | / N , N为群体的规模 , Pj 为个体属

于第 j类子集的概率 ; Dmax 为 - ∑
K

j = 1
Pj log ( Pj ) 可能

取得的最大值 ,该值当 K = N 时取得.对于十进制

编码 , Dmax = log ( N) ;对于染色体长度为 L 的二进

制编码 , Dmax = log ( min ( N ,2L ) ) . 0 ≤ E ≤1 ,当 K

= 1时 , E取最小值 0 .

　　在定义 1中 ,判断目标向量间相似性的方法如

下 :

　　Step1 : 求取群体 pop 分别在 m个目标上的最

大值 f max
i 和最小值 f min

i , i = 1 ,2 , ⋯, m.

　　Step2 : 将pop中的每个个体 x在目标 f i上的值

f i ( x) 分别依据 f max
i 和 f min

i 进行归一化 ,记 x在所有

目标上均归一化后构成的目标向量为

Fnorm ( x) = ( f norm
1 ( x) , f norm

2 ( x) , ⋯, f norm
m ( x) ) ,

其中 f norm
i ( x) = ( f i ( x) - f min

i ) / ( f max
i - f min

i ) .

　　Step3 : 依次对 pop 中的每一对个体 x和 x′,计

算经归一化后的目标向量间的欧拉距离 ‖Fnorm ( x)

- Fnorm ( x′) ‖,若 ‖Fnorm ( x) - Fnorm ( x′) ‖ <δ,则

将 x和 x′归为同一子集 ,直至处理完所有个体.分

类产生的各子集 Cj中 ,满足 Π x ∈Cj , ϖ x′∈Cj 且

x′≠ x ,有 ‖Fnorm ( x) - Fnorm ( x′) ‖ <δ.

　　Step3中参数δ的取值如下 :

δ= (1/ N) 2 3 m. (2)

δ依据式 (2) 取值的目的是期望当前群体中的所有

个体沿着各目标 (归一化后取值范围为[0 ,1 ]) 均匀

分布 ,从而在目标空间中保持较好的多样性.

　　由定义 1可见 ,群体中个体类型越多 ,分配得越

平均 , E的值越大.

3　一种保持群体多样性的多目标遗传算法
3 . 1　外部集合的使用

　　所提出算法 KDMO GA设置一个外部集合保存

历代搜索到的非支配解 ,并将它作为问题的近似

Pareto最优解集.

　　在 KDMO GA 的每一进化代中 ,将从外部集合

中取出若干 ( N 1 t 个) 邻域密度较小 (采用排挤距

离[6 ] 估计密度) 的个体 ,组成新一代的部分父代群

体 ,并对这部分群体进行扰动 (变异操作) ,生成相应

的子代群体.该做法的目的是利用位于稀疏区域内

精英个体的优良遗传特性 ,在它们的附近进一步探

索到质量更优或潜力更大的解.

　　在第 t代中 ,从外部集合中选取的个体数目 N1 t

由当前外部集合的多样性测度 Et 自适应决定 ,即

N 1 t = └a 3 (1 - Et )
2 3 N ┘ + b. (3)

其中 :└·┘表示小于·的最大整数 , N为父代群体的

总规模 ;本文取参数 a = 0 . 5 , b = 0 . 1 3 N .

　　当 Et 较小 ,即当前外部集合的多样性较差时 ,

需从中选取较多个邻域密度较小的个体进行探索 ,

以提高外部集合中个体的分布特性 ;当 Et 较大时 ,

可适当地减少进行探索的个体数目.

3 . 2　对精英个体的控制

　　为避免由于对精英的过度利用而产生过大的

选择压力 ,借鉴 cont rolled NSGA2Ⅱ[10 ] 对精英个体
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进行控制的策略 ,所提出算法对新一代的部分父代

群体 (另一部分由外部集合产生) 采用如下生成方

式 :

　　设第 t代中 ,父代与子代合并后的群体共被划

分为 L t 层非支配级别 ,对每一级别中的个体 ,依据

排挤距离从大到小进行排列.从各级别中总共选取

N 2 t个个体 ( N 2 t = N - N 1 t ) 构成新一代的部分父代

群体.设在第 i ( i = 1 ,2 , ⋯, L t ) 层级别中允许选取

的最大个体数目为 nit ,取 nit 为等比数列 ,满足

nit = rt n ( i- 1) t , i = 2 , ⋯, L t , (4)

其中 0 < rt < 1为衰减率.由等比公式可得

nit = N 2 t 3 1 - rt

1 - rL tt
3 ri- 1

t , i = 1 ,2 , ⋯, L t . (5)

　　因为 0 < rt < 1 ,所以在第 1层级别中允许选取

的最大个体数目最多 ,在其余级别中允许选取的数

目按指数依次衰减.这使得每一层非支配级别均有

个体存在于新群体 ,从而在保留一定数目的精英个

体的同时 ,增加了群体中个体模式的多样性.

　　Cont rolled NSGA2Ⅱ中的衰减率 r在整个进化

过程中保持不变.对于不同的问题 , r的最优取值不

同 ,用户难以预先确定 ,因此本文令 rt随当前代外部

集合的多样性测度 Et 自适应变化 ,即

rt = 1 - E2
t . (6)

当 Et 较大 ,即当前外部集合的多样性较好时 , rt 取

较小的值 ,从而在较好的非支配级别中取较多的个

体 ,以增强对精英个体的利用 ;当 Et 较小时 , rt 取较

大的值 ,使得较差的级别中也有较多的个体进入新

群体 ,以加大探索的力度 ,期望搜索到新区域中的优

良个体 ,促进算法的收敛.

3 . 3　“探索”与“利用”之间的模式转换

　　所提出算法 KDMO GA ,依据当前外部集合的

多样性测度 Et调节算法在“探索新个体”与“利用精

英个体”两种搜索模式之间的转换.设置 2个阈值参

数 Cgood 和 Cbad .当 Et > Cgood 时 ,认为当前外部集合

具有较好的多样性 ,算法进入“利用精英个体”的模

式 ,在继承现有个体优良遗传特性的基础上 ,进一步

发掘更优的个体 ;当 Et < Cbad 时 ,认为当前外部集

合的多样性过差 ,算法转入“探索新个体”的模式 ,

在新一代的群体中插入若干随机生成的个体 ,使用

随机个体可能存在的潜在的优良模式探索未知区域

中的精英个体 ,开拓算法的搜索范围 ,增加群体的多

样性 ,从而跳出算法可能已经陷入的“局部最优”状

态.本文取 Cgood = 0 . 7 , Cbad = 0 . 5 .

3 . 4　对排挤距离的改进

　　个体的排挤距离[6 ] 定义为 :在各个经归一化的

目标函数上 ,排列在该个体的左侧和右侧的 2 个体

间距离的平均值.排挤距离的计算无需引入任何小

生境参数 ,简单方便 ,但它也存在一定的问题.如图

1所示 ,个体 e和 f 虽然在 f 1上的值较好 ,但在 f 2上

的值很差 , 它们与个体 a , b , c , d 本不属于同一

Pareto前沿.然而 ,在进化过程中 ,当支配 e和 f 的个

体未产生时 , a , b , c , d , e , f 由于互不支配而被归为

同一级别中.由定义可得 ,个体 e的排挤距离为无穷

大 , f 的排挤距离为 0 . 872 0 , 而 a 的排挤距离为

0 . 410 3 , b的排挤距离为 0 . 785 0 , c的排挤距离为

0 . 837 3 . 因此 ,在排挤选择时 , a , b和 c将由于排挤距

离较小而依次被淘汰.如果算法一直未能搜索到支

配 e和 f 的个体 ,则当它运行结束后 , e和 f 将被保留

在非支配解集中. e和 f 这类个体的存在 ,占据了算

法的搜索空间 ,降低了搜索效率.

图 1　排挤距离引发的问题

　　为解决上述问题 ,本文设定算法的计算精度为

一适当的常数 P.当 2个体 x和 x′进行 Pareto支配

的比较时 , 如果在第 j 个经归一化的目标上 , 有

| f norm
j ( x) - f norm

j ( x′) | ≤P ,则认为 x和 x′在 f j上

的值相等.如令 P = 0 . 007 ,则在图 1中 , e , f , a在 f 1

上相等 ,显然 e和 f 将因受 a支配而遭淘汰.由此可

见 ,通过适当地降低计算精度 ,算法能在搜索过程中

逐渐移除那些在某个或某些目标上与其余个体差别

很小 ,但在其他目标上较差的个体 ,使最终结果中出

现不合理个体 (如图 1中的 e和 f ) 的概率减少 ,促进

算法的收敛 ,同时也使得解集具有更好的分布性能.

3 . 5　算法步骤

　　KDMO GA算法的详细步骤如下 :

　　Step1 : 令进化代数 t = 1 ,随机产生一个规模为

N的初始父代群体 parpop t ,并创建一个空的外部集

合 archive t ;对初始父代群体进行快速非支配排序、

选择、交叉和变异操作 ,产生子代群体 chipop t ;设模

式变量 mode =“探索”,最大进化代数 = T.

　　Step2 : 令 mixedpop t = parpop t ∪chipop t ,对

mixedpop t 进行快速非支配排序 ,同时对每一级别

中的个体计算排挤距离 ,并按该值由大到小进行排

序.

　　Step3 : 将 mixedpop t 中的所有非支配解加入

archive t ,将 archive t 中存在的重复解及受其余解支
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配的解删除. 如果 archive t 中解的个数超过了其最

大容量 M ,则移除那些排挤距离较小的解.

　　Step4 : 计算 archive t 的多样性测度 E t .

　　Step5 : 如果 mode =“探索”且 Et > Cgood ,则

mode =“利用”;如果 mode =“利用”且 Et < Cbad ,

则 mode =“探索”.

　　Step6 : 由式 (3) 计算 N1 t ,再求得 N 2 t = N -

N 1 t . 如果 mode =“探索”, 则随机产生规模为

0 . 1 3 N 的群体 randpop t+1 , 并令 N2 t = N2 t -

0 . 1 3 N .

　　Step7 : 依据 3 . 1 节从 archive t 中选择规模为

N 1 t 的群体 parpop1 ( t+1) ,并对其进行变异操作 ,生成

子代群体 chipop1 ( t+1) ;依据 3 . 2节从 mixedpop t中选

择规模为 N 2 t 的群体 parpop2 ( t+1) ,并对其进行选择、

交叉和变异操作 ,生成子代群体 chipop2 ( t+1) .

　　Step8 : 令 新 一 代 父 代 群 体 parpop t+1 =

parpop1 ( t+1) ∪parpop2 ( t+1) .如果 mode =“探索”,则

chipop t+1 = chipop1 ( t+1) ∪chipop2 ( t+1) ∪randpop t+1 ;

否则 ,chipop t+1 = chipop1 ( t+1) ∪chipop2 ( t+1) .

　　Step9 : 如果 t ≥ T ,则算法终止 ,将当前外部集

合 archive t 作为近似 Pareto 最优解集输出 ;否则 ,

archive t+1 ←archive t , t = t + 1 ,转 Step2 .

3 . 6　算法的计算复杂度

3 . 6 . 1　时间复杂度

　　设目标数为 m ,算法的时间复杂度取决于 :

　　1) 快速非支配排序 , O( mN 2 ) [6 ] .

　　2) 计算个体的排挤距离 , O( mN log ( N) ) [6 ] .

　　3) 对外部集合更新时 ,判断其中是否存在重复

的解或若干解被其余解支配最多需进行 4 mN M 次

比较 ,因此该步骤的时间复杂度为 O( mN M ) .

　　4) 外部集合在更新后最多有 2 N + M 个个体 ,

将它们分别依 m个目标进行排序 ,以计算个体的排

挤距离进行裁减操作.采用快速排序法 ,该步骤的时

间复杂度为 O( m (2 N + M) log (2 N + M) ) .

　　5) 求取外部集合的多样性测度时 ,将所有个体

划分为不同子集所需的时间复杂度为 O( mM 2 ) .

　　一般情况下 ,取 M ≤N ,则 KDMO GA 总的时

间复杂度取上述分析结果中的最大值 O( mN 2 ) .

3 . 6 . 2　空间复杂度

　　KDMO GA的空间复杂度主要取决于 :

　　1) 快速非支配排序 , O( N 2 ) [6 ] .

　　2) 外部集合在更新后最多有 2 N + M 个个体 ,

保存排挤距离 ,空间复杂度为 O(2 N + M) .

　　算法总的空间复杂度取上述最大值 O( N2 ) .

3 . 6 . 3　与其他算法的比较

　　NSGA2Ⅱ是一种经典的快速非支配排序多目

标精英遗传算法 ,cont rolled NSGA2Ⅱ是 NSGA2Ⅱ
的改进算法.设它们的群体规模为 L ,则其时间复杂

度均为 O( mL 2 ) , 空间复杂度均为 O( L 2 ) [6 ] . 在

KDMO GA中 ,令群体规模 N = L ,则它与这两种算

法在最坏情况下具有相同的时间与空间复杂度.

4　仿真实验
4 . 1　优化问题描述

T1
[1 ] :

Minimize f 1 ( x) = x1 ,

Minimize f 2 ( x) = g ( x) ·h( x) .

其中

g ( x) = 1 + 10 ( n - 1) +

　　　 ∑
n

i = 2

( x2
i - 10 cos (4πx i ) ) ,

h( x) = 1 - f 1 ( x) / g ( x) ,

n = 10 , x1 ∈[0 ,1 ] ,

x2 , ⋯, x n ∈[ - 5 ,5 ]. (7)

　　T1 包括 219个局部 Pareto最优前沿.当 g ( x) =

1时 , T1 具有全局 Pareto最优前沿.

　　T2
[11 ] :如图 2 所示 ,设计目标是最小化构架杆

的体积 (即生产成本) 和构件 AC ,BC上的压力 :

Minimize f 1 ( x) = x1 16 + y2 + x2 1 + y2 ,

Minimize f 2 ( x) = max (σAC ,σBC ) ;

s. t . max (σAC ,σBC ) ≤105 ,

　　1 ≤ y ≤3且 0 ≤ x1 , x2 ≤0 . 01 .

(8)

其中 : y表示B与 C之间的垂直距离 , x1和 x2分别为

AC和BC的长度 ( y , x1 和 x2 的单位均为 m) . AC和

BC上的压力σAC 和σBC分别计算如下 :

σAC =
20 16 + y2

yx 1
,σBC =

80 1 + y2

yx 2
.

图 2　构架杆示意图

4 . 2　实验结果

　　使用收敛性测度 M1
[1 ] (度量算法搜索到的解

到问题真实的 Pareto 最优解集在目标空间上的平

均最短距离) 、测度 C[1 ] (度量两两解集间相互支配

的程度) 、分布性能测度 SP[12 ] (度量解集中的每个

解到其余解的最短距离的标准偏差 ,即解集分布的

均匀性) 、本文给出的多样性测度 E以及作图法 ,将
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图 3　T1 中 Pareto前沿的比较

图 4　T2 中 Pareto前沿的比较

所提出算法与两种已有的多目标遗传算法

NSGA2Ⅱ,cont rolled NSGA2Ⅱ在 T1 和 T2 中进行

比较.测度 M1 越小 ,说明算法的收敛性能越好 ; SP

越小 , E越大 ,说明解集的分布性和多样性越好. 对

于有序解集对 ( X1 , X2 ) , C( X1 , X2 ) > C( X2 , X1 ) 说

明集合 X1 在 C测度上的性能优于 X 2 .

　　3种算法均采用实数编码 ,使用模拟二进制交

叉算子和多项式变异算子[13 ] ,交叉概率取 0 . 9 ,变异

概率取 1/ n( n为变量的个数) . T1中最大进化代数 T

取 250 , T2中 T取 100 . KDMO GA中 , N = 100 , M =

100 ,其余两种算法的群体规模 L 取 100 .

　　将 3种算法在 T1 和 T2 中分别独立运行 10次 ,

10次运行结果的平均值分别如表 1～表 3所示 (在

T2 中 ,真实的 Pareto 最优解集无法获取 ,因此不使

用测度 M1 ) .图 3和图4分别给出了各算法其中一次

运行搜索到的 Pareto前沿的比较.

表 1　T1 中 3种算法在 M1 ,SP , E测度上的比较

M1 SP E

KDMO GA 0. 039 6 0. 005 7 0. 825 6

NSGA2Ⅱ 0. 087 0 0. 023 7 0. 696 9

cont rolled NSGA2Ⅱ 0. 074 6 0. 019 2 0. 734 6

表 2　T2 中 3种算法在 SP和 E测度上的比较

SP E

KDMO GA 0. 004 6 0. 878 9

NSGA2Ⅱ 0. 011 4 0. 739 9

cont rolled NSGA2Ⅱ 0 . 009 8 0 . 769 6

　　由上述图表可见 ,所提出算法KDMO GA在 T1

表 3　T1 和 T2 中 3种算法在 C测度上的比较

C( K ,N) C(N , K) C( K ,c) C(c , K) C(N ,c) C(c ,N)

T1 0 . 531 4 0 . 313 9 0 . 402 4 0 . 369 6 0 . 438 8 0 . 488 6

T2 0 . 310 0 0 . 107 1 0 . 358 6 0 . 072 9 0 . 294 3 0 . 210 0

　　注 : K表示 KDMO GA ,N表示 NSGA2Ⅱ,c表示

cont rolled NSGA2Ⅱ.

和 T2中的收敛性能 ( M1 , C) ,分布性能 ( SP)及多样

性 ( E)均明显优于已有两种算法 ,说明所提出算法采

用的基于多样性测度 E自适应地调整选择操作和搜

索机制的策略是可行而有效的.它能够开拓算法的

搜索范围 ,增加进化群体的多样性 ,从而搜索到新区

域内的优良个体 ,跳出局部最优 ,提高算法的收敛性

能和分布特性. 由图 3 可见 , NSGA2Ⅱ 和
cont rolled N S GA2Ⅱ由于排挤距离定义的缺陷 ,

在搜索到的 Pareto 前沿上出现了若干个不合理的

个体 (位于 f 1 接近于 0的位置) ,而 KDMO GA则因

为采用改进的策略避免了不合理个体的出现.

5　结 　　论
　　本文基于信息熵的概念提出一种多目标空间下

群体的多样性测度.依据该测度自适应地调整算法

的选择操作和搜索机制 ,从而避免了对精英个体的

过度利用 ,加大了对新个体的探索力度.基于上述策

略 ,提出了一种新型的保持群体多样性的多目标遗

传算法 ,并对算法的计算复杂度进行了理论分析.仿

真实验表明 ,与已有算法相比 ,本文算法具有更优的

搜索性能 ,它能有效地收敛到问题的全局 Pareto 最

优前沿 ,并能保证解集具有较好的多样性.
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