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一种快速稀疏最小二乘支持向量回归机
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(南京航空航天大学 能源与动力学院 , 南京 210016)

摘　要 : 将 Jiao法直接应用于最小二乘支持向量回归机上的效果并不理想 ,为此采用不完全抛弃的策略 ,提出了改

进的 Jiao法 ,并将其应用于最小二乘支持向量回归机.数据集测试的结果表明 ,基于改进 Jiao 法的稀疏最小二乘支

持向量回归机 ,无论在支持向量个数和训练时间上都取得了一定的优势.与其他剪枝算法相比 ,在不丧失回归精度的

情况下 ,改进的 Jiao法可大大缩短训练时间.另外 ,改进的 Jiao法同样适用于分类问题.
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Abstract : J iao’s method is directly used for least squares support vector regression machine (L S2SVRM) , but the

effectiveness isn’t satisfying. Therefore , an improved Jiao’s method built on partial reduction is proposed , and a fast

sparse least squares support vector regression machine ( FPL S2SVRM) on the basis of the improved Jiao’s method is

presented. Simulation result s of data set s demonst rate that FPL S2SVRM gains advantages over L S2SVRM based on

Jiao’s method in the number of support vectors and training time in a way. Meanwhile , in comparison with other

pruning algorithms , FPL S2SVRM reduces t raining time without loss of regression accuracy. In addition , the improved

Jiao’s method is similarly applied to classification.
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1　引　　言
　　支持向量机[1 ]是解决数据挖掘、分类和回归估

计等[ 2 ,3 ]的高效方法.它建立在结构风险最小化的

基础上 ,具有全局最优点.原始的支持向量机是基于

不等式约束 ,其解具有稀疏性和泛化能力强的优点.

将原支持向量机的不等式约束变成等式约束 ,

Suykens等提出了最小二乘支持向量机[4 ] ,并对其

进行了深入的研究[5 ] .一个数学模型要有较强的泛

化能力一般通过两个途径来实现[6 ] :1)引入正则化

参数 ;2)降低模型的复杂度 ,减少回归模型的输入

项.由于最小二乘支持向量机的解缺乏稀疏性[ 7 ] ,其

泛化性较差 ,而且增加了回归预测的时间.因此 ,实

现最小二乘支持向量机解的稀疏性很重要.稀疏性

简化了最小二乘支持向量机的模型 ,提高了泛化能

力 ,缩短了预测时间.

　　为了得到解的稀疏性 ,人们进行了一些研究 ,其

中一个重要方面是对剪枝算法的研究. Suykens

等[8 ]提出了基于最小支持权重的剪枝算法 ; Kruif

等[9 ]提出了基于最小化模型预报误差的剪枝算法 ;

Hoegaert s等[10 ]将 Kruif 等提出的剪枝准则进行了

改进 ,并对这些剪枝算法进行了比较.序贯最小优化

法 (SMO) [ 11 ]原本是用来解决大量数据下支持向量

机训练问题的 ,但 Keert hi 等[ 12 ]则将其应用于最小

二乘支持向量机 ,在此基础上 , Zeng等[13 ]提出了基

于 SMO的剪枝算法.最近 ,J iao 等[14 ]提出了一种用

于分类的快速剪枝算法.剪枝算法首先应确定剪枝
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点 ,剪枝后需重新训练 ,这都将要浪费大量的时间.

如何快速找到剪枝点 ,并在剪枝后迅速建立起数学

模型 ,这些都是加快最小二乘支持向量机学习行之

有效的方法.

　　本文将 J iao 等提出的快速剪枝算法应用于回

归 ,效果并不理想.为此 ,提出了基于改进 J iao 法的

快速稀疏最小二乘支持向量回归机 ,并通过数据集

的测试验证了改进的有效性.

2　最小二乘支持向量回归机
　　通过将支持向量机的不等式约束改成等式约

束 , Suykens等给出了最小二乘支持向量回归机的

数学模型

min
W , e

J (W , e) =
1
2

W T W +
C
2 ∑

N

i = 1
e2

i ,

s. t . di = W Tφ( x i ) + b + ei . (1)

其中 :ei 代表系统测量值与真实输出之间的误差 , C

∈R为正则化参数 ,φ(·) 为输入空间到特征空间的

非线性映射.式 (1) 的 Wolfe对偶优化问题为

min
α {

1
2 ∑

N

i , j = 1

αiαjφ( x i )
Tφ( x j ) +

　　∑
N

i = 1

α2
i

2 C
- ∑

N

i = 1

αi y i} ,

s. t . ∑
N

i = 1

αi = 0 . (2)

将式 (2) 的约束优化转化为无约束优化问题

min
α {

1
2 ∑

N

i , j = 1

αiαjφ( x i )
Tφ( x j ) +

∑
N

i = 1

α2
i

2 C
- ∑

N

i = 1

αi y i + b∑
N

i = 1

αi} . (3)

式 (3) 与 (2) 是完全等价的.用满足 Mercer 条件的

核函数 k (·, ·) 代替φ( x i )
Tφ( x j ) ,即 k ( x i , x j ) =

φ( x i )
Tφ( x j ) ,其中常用的核函数有 RBF核、多项式

核和 Sigmoid核等.将式 (3) 变形 ,可得

min{ g =
1
2

[ b　αT ]
0 1T

1 �K
b

α
-

[ b　αT ]
0

d } . (4)

其中 : �K = K + (1/ C) I , Kij = k ( x i , x j ) , I为与 K同

阶的单位矩阵 ,1 = [1 ,1 , ⋯,1 ]T .于是 ,可得到最小

二乘支持向量回归机的数学模型为

y = f ( x) = ∑
N

i = 1

αi K ( x , x i ) + b. (5)

其中 b和α = [α1 ,α2 , ⋯,αN ]T 是下式的解 :

b

α
=

0 1T

1 �K

- 1 0

d
. (6)

　　由上述建模过程可知 ,训练数据集中的每一个

数据 ,对目标函数 (1) 都产生一个有效约束 ,也就是

说 ,最小二乘支持向量回归机的解丧失了稀疏性的

优点.这就导致了最小二乘支持向量回归机预测时

间较长的缺陷 ,同时在一定程度上影响了它的泛化

能力.基于此 ,本文提出一种快速稀疏最小二乘支持

向量回归机.

3　Jiao方法
　　首先定义两个集合 P = Á 和 Q = { 1 ,2 , ⋯,

N} , P和 Q分别代表工作集和训练数据集的索引 ;

然后按一定的标准从训练数据集中选择一个数据

xs到工作集中 ,则 Q = Q - { s} = { 1 , ⋯, s - 1 , s + 1 ,

⋯, N} , P = { s} .重复以上步骤 ,一直达到停机标准

为止 ,此时 P中是支持向量的索引 , Q中是非支持向

量的索引.这便实现了最小二乘支持向量回归机的

稀疏性.

3 . 1　核矩阵的迭代求逆

　　如果在 ( n + 1) 步数据 xs 被选中 ,此时 | P | =

n ,则式 (6) 中矩阵的逆

Rn+1 =

0 1T
| P| 1

1| P| �K PP �k s

1 �ks �K ss

- 1

. (7)

其中 :�ks = [ �K P1 s , �KP2 s , ⋯, �K Pns ]T , |·| 代表集合的

势 , Pi 代表集合 P中第 i 个元素.若已计算出

Rn =
0 1T

| P|

1| P| �K PP

,

则由 Sherman2Morrion公式[15 ] 可知

Rn+1 = Rn +λ
β

1
[βT 　1 ]. (8)

其中

β = Rn
1

�ks

,λ = ( �Kss - [1　�kT
s ]β) - 1 .

根据式 (8) ,第 n + 1步的α和 b为

bn+1

αn+1
P

αn+1
s

= Rn+1

0

dP

ds

=

Rn
0

dP

0

+λβT
0

dP

- ds

β

- 1
. (9)

因为
bn

αn
P

= Rn
0

dP

,所以

bn+1

αn+1
P

αn+1
s

=

bn

αn
P

0

+λβT
0

dP

- ds

β

- 1
. (10)

3 . 2　选择支持向量标准和停机标准

　　由式 (4) 可知 ,第 n步 g 的最优值为
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gn = -
1
2

[0　dT
P ]

0 1T
| P|

1| P| �K PP

0

dP

. (11)

若保持αn
P和 b不变 ,则在第 n + 1步从训练集中选择

一个数据作为支持向量时 ,式 (11) 可简化为

gn+1
i = min

α
i

{
1
2 ( k ( x i , x i ) +

1
C )α2

i + rn
iαi} ,

i ∈Q. (12)

其中

rn
i =

- di , n = 0 ;

∑
n

l = 1

αPl
k ( x i , x Pl

) + bn - di , n > 0 .
(13)

式 (12) 的最优值为

gn+1
i = -

( rn
i ) 2

(2 ( k ( x i , x i ) +
1
C ) )

, i ∈Q. (14)

由此可得第 n + 1步选择 s的标准为

s = arg min
i∈Q

- ( rn
i ) 2

(2 ( k ( x i , x i ) +
1
C ) ) . (15)

选择的停机标准为

max (| rn
Q | ) <ε. (16)

　　由式 (16) 可知 ,ε的大小可以控制选择支持向

量的多少 ,ε越小 ,选择的支持向量越多 ,反之则越

少.ε= 0时就是标准的最小二乘支持向量回归机.

4　快速稀疏最小二乘支持向量回归机
　　由式 (7) ～ (9) 可知 ,在计算 [ bn+1 ,αn+1

P ,αn+1
s ]T

时 ,只利用了 { ( x i , di ) } i∈P 中的信息 , 而将 { ( x i ,

di ) } i∈Q 中的信息完全抛弃 ,这是一种不恰当的做

法.因为数据集{ ( x i , di ) } i∈Q 中的数据对目标函数

(1) 也产生有效约束 ,从而影响目标函数 (1) 的优

化.如果用数据集{ ( x i , di ) } i∈P 建立最小二乘支持

向量回归机时 ,考虑到{ ( x i , di ) } i∈Q 产生的约束对

目标函数的影响 ,则必然对最小二乘支持向量回归

机模型的建立有帮助 ,会在一定程度上增加其泛化

能力.

　　令 O = { 1 ,2 , ⋯, N} ,则有

�ks =
0 1T

| P|

1| O| �KOP

T 1

�KOs

, (17)

�Kss = [1　�KsO ]
1

�KOs

, (18)

�ds = [1　�KsO ]
0

d
, (19)

0
～

= ∑
N

i = 1

di . (20)

若 �R n = �K- 1
PP 已知 ,则

�R n+1 =
�R n 0

0 T 0
+ �λ

�β
- 1

[�βT 　 - 1 ]. (21)

其中 :�β = �R n�k s ,�λ = ( �Kss - �kT
s �β) - 1 .由此可得

�bn+1

�αn+1
P

�αn+1
s

= �R n+1

0
～

�d P

�ds

=

�R n 0
～

�dP

0

+ �λ �βT 0
～

�d P

- �ds

�β
- 1

. (22)

将 �α和 �b分别代入式 (13) ～ (16) ,可得到改进后的

选择支持向量的标准和停机标准.

　　下面证明改进的合理性 :

　　由数据集{ ( x i , di ) } N
i = 1 建立最小二乘支持向量

回归机 ,最后归结为求解

0 1 T

1 �K
b

α
=

0

d
. (23)

解式 (23) 相当于解如下优化问题 :

min
α, b

L =
0 1T

1 �K
b

α
-

0

d

2

2

. (24)

当迭代到第 n步时 ,式 (24) 的优化问题变为如下优

化问题 :

min
α

P , b
L P =

0 1T
| P|

1 �KOP

b

αP

-
0

d

2

2

. (25)

令 5L P / 5�α = 0 ,可得

0 1T
| P|

1 �KOP

T 0 1 T
| P|

1 �KOP

b

αP

=

0 1T
| P|

1 �KOP

T 0

d
, (26)

其中 �αP =
b

αP

.由式 (17) ～ (20) 可知 ,改进后的

迭代过程就是通过迭代建立式 (26) 来求解 �αP . 另

外 ,若αP和 b是式 (26) 的解 , a′和 b′是改进前的解 ,

即是下式的解 :

0 1 T
| P|

1 �K PP

T
b′

α′
=

0

dP

,

则

0 1T
| P|

1 �K0 P

b′

α′
-

0

d

2

2

=

0 1T
| P|

1 �KOP (
b′

α′
-

b

αP ) +

(
0 1T

| P|

1 �KOP

b

αP

-
0

d )
2

2

=

0 1T
| P|

1 �KOP (
b′

α′
-

b

αP )
2

2

+

0 1T
| P|

1 �KOP

b

αP

-
0

d

2

2

+
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　　　　2
b′

α′
-

b

αP

T 0 1 T
| P|

1 �KOP

T

×

　　　　(
0 1T

| P|

1 �KOP

b

αP

-
0

d ) =

　　　　
0 1T

| P|

1 �KOP

b′

α′
-

b

αP

2

2

+

　　　　
0 1T

| P|

1 �KOP

b

αP

-
0

d

2

2

≥

　　　　
0 1T

| P|

1 �KOP

b

αP

-
0

d

2

2

. (27)

由式 (27) 可知 ,改进后的解[ b　αT
P ]T对式 (25) 的优

化效果不会低于改进前的解[ b′　α′T ]T . J iao法改进

前后的最大区别在于 ,改进前在迭代每一步计算 b

和α时 ,仅从数据集{ ( x i , di ) } i∈P对优化目标函数的

影响考虑 ,完全抛弃了{ ( x i , di ) } i∈Q 产生的约束对

目标函数的影响 ;改进后在迭代每一步计算 b和α

时 ,则既要考虑{ ( x i , di ) } i∈P 产生的约束对优化目

标函数的影响 ,也要考虑{ ( x i , di ) } i∈Q 对目标函数

的影响.因此 ,用改进后J iao法建立的最小二乘支持

向量回归机模型的泛化能力比较强 ,至少不会比改

进前差.改进前的 J iao 法要达到与改进后一样的泛

化能力 ,只有通过增加支持向量的数目 ,即考虑其他

数据产生的约束对目标函数的影响来实现.

　　现将改进后算法的实现步骤描述如下 :

　　Step1 : 令 �α= 0 T ,�b = 0 , r0 = - d , O = Q = { 1 ,

2 , ⋯, N} , P = Á , 0
～

= ∑
N

i = 1
di , n = 0 ;

　　Step2 : 如果 Q = Á 或 max ( | rn
Q | ) <ε,则停

机 ;

　　Step3 : s = arg min
i∈Q

( - ( rn
i ) 2 / (2 ( k ( x i , x i ) +

1
C ) ) ) ;

　　Step4 : 如果 n = 0 ,则

�R n+1 =
0 1

1| O| �KOs

T 0 1

1| O| �KOs

- 1

,

�bn+1

�αn+1
s

= �R n+1 0
～

�ds

;

　　Step5 :如果 n ≠0 ,则根据式 (17) ～ (22) 计算

�Rn+1 , �αn+1
P , �αn+1

s 和 bn+1 ;

　　Step6 : Q = Q - { s} , P = P + { s} ;

　　Step7 : rn+1
Q = KQP�αn+1

P + �bn+1 , n = n + 1 , 转

Step2 .

5　实例仿真
5 . 1　人工数据集

　　墨西哥草帽函数 M H F

y = f ( x1 , x2 ) =
sin ( x2

1 + x2
2 )

x2
1 + x2

2

+ξ.

其中 :ξ- N (0 ,0 . 12 ) 为噪声 , C = 14 ,选择的是 RBF

核

k ( x i , x j ) = exp -
‖x i - x j ‖2

2γ2 .

其中 :核参数是通过交叉验证[16 ,17 ] 取得的 ,γ =

0 . 90 , 训练数据集的大小为 20 ×20 ,测试数据集的

大小为 23 ×23 . 定义 1 个性能指标 ( Root mean

squared error)

RMSE =
1

N test ∑
N test

i = 1

( y i - ŷ i )
2 .

其中 : N test 代表测试数据的个数 , y i 代表目标值 , ŷ i

代表模型的预测值.采用基于改进 J iao 法的稀疏最

小二乘支持向量回归机 ,仿真效果如图 1所示.

图 1　用 FSLS2SVRM对 MHF的回归结果

　　各种剪枝算法仿真结果的对比如表 1所示.

表 1　MHF回归结果的比较

方 　法 RMSE te Time/ s t r Time/ s NSV

Suykens法 0. 024 6 14. 09 262. 4 252

Kruif 法 0. 024 7 11. 98 807. 5 205

Hoegaert s法 0. 023 8 15. 02 717. 8 252

Zeng法 0. 024 6 11. 70 1 224. 7 196

Jiao法 0. 023 6 23. 33 39. 4 384

Jiao法 0 . 037 10. 20 19. 4 167

改进 Jiao法 0. 021 7 9. 33 17 . 8 150

　　表 1中 :te Time代表预测时间 (在 Matlab6. 5 ,

CPU Celeron ( R) 1. 70 GHz ,256 M 内存 ,80 G硬盘

环境下测得) ,t r Time代表训练时间 ,NSV代表支持

向量个数.表 1中第 6和 7两行是用J iao法选择不同

个数的支持向量时得到的结果.

5. 2　UCI数据集[18 ]

　　UCI数据集是检测机器学习效果的标准数据

集 ,本文采用 4个 UCI数据集 ,现将各个数据集描述

如下 :

　　1) machineCPU dataset .此数据集有 209个样

本 ,6个属性 ,用 150 个样本进行训练 ,59 个样本进

行测试 ;
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　　2) Auto2MP G dataset . 此数据集有 392 个样

本 ,7个属性 ,用 350个样本进行训练 ,42 个样本进

行测试 ;

　　3) Boston housing dataset .此数据集有 506 个

样本 ,13个属性 ,用 400 个样本进行训练 ,106 个样

本进行测试 ;

　　4) Abalone dataset .此数据集有4 177个样本 ,8

个属性 ,用 2 500个样本进行训练 ,1 677个样本进行

测试.

　　用各种剪枝算法建立稀疏最小二乘支持向量

回归机对U C I数据集的学习效果如表2～表5所
表 2　machineCPU数据集测试的结果

方 　法 RMSE te Time/ s t r Time/ s NSV

Suykens法 37. 65 0. 48 23. 03 73

Kruif 法 37. 24 0. 42 36. 17 63

Hoegaert s法 37. 31 0. 42 37. 38 60

Zeng法 38. 03 0. 67 1 734. 50 96

Jiao法 36. 76 0. 73 4. 11 109

Jiao法 44 . 35 0. 42 2. 67 59

改进 Jiao法 35. 56 0. 42 2 . 55 58

表 3　AutoMPG数据集测试的结果

方 　法 RMSE te Time/ s t r Time/ s NSV

Suykens法 2. 25 0. 52 103. 42 101

Kruif 法 2. 19 0. 41 402. 83 86

Hoegaert s法 2. 23 0. 52 414. 10 96

Zeng法 2. 22 0. 80 969. 11 146

Jiao法 2. 28 1. 55 27. 00 289

Jiao法 3 . 28 0. 61 11. 64 111

改进 Jiao法 2. 35 0. 61 11 . 83 112

表 4　Boston housing数据集测试的结果

方 　法 RMSE te Time/ s t r Time/ s NSV

Suykens法 2. 70 2. 23 143. 9 185

Kruif 法 2. 76 2. 36 625. 6 195

Hoegaert s法 2. 64 2. 19 638. 4 176

Zeng法 2. 80 3. 20 3 253. 1 256

Jiao法 2. 77 4. 92 39. 7 381

Jiao法 3 . 49 2. 86 25. 4 227

改进 Jiao法 2. 71 2. 80 25 . 9 220

表 5　Abalone数据集测试的结果

方 　法 RMSE te Time/ s t r Time/ s NSV

Jiao法 2. 17 206. 09 894. 03 979

Jiao法 2 . 58 85. 66 372. 72 442

改进 Jiao法 2. 09 88. 23 396 . 64 424

示.

　　由于其他几种剪枝算法测试时间太长 ,在表 5

中未列出 ,但这并不影响 J iao 法改进前后效果的比

较.

　　由表 1～表 5可知 ,本文将 J iao法用在最小二

乘支持向量回归机所取得的效果并不明显 ,而采用

改进 J iao 法则取得了较好的效果.这主要表现在以

下 2方面 :1) 由表 2～表 4第 6和 8行 (表 5第 1和

3行) 可知 ,在相同的回归精度下 ,改进 J iao 法需要

较少的支持向量和较短的训练时间 ,这主要是因为

在计算 �α和 �b时 ,充分考虑了非支持向量产生的约

束对目标函数的影响 ,以达到增强最小二乘支持向

量回归机泛化能力的目的 ,改进前要达到与改进后

一样的泛化能力 ,只能通过增加支持向量的数目来

实现 ;2) 由表 2～表 4第 7和 8行 (表 5第 2和 3行)

可知 ,在选择基本相同个数的支持向量时 ,改进 J iao

法的回归精度高 ,而且不增加训练时间.出现这样的

结果一是充分考虑了非支持向量产生的约束对优化

目标函数的影响 ,增强了模型的泛化能力 ;二是看似

计算 �ks和 �K ss 浪费了时间 ,但在后面计算 KQP时 ,可

充分利用计算 �ks 和 �K ss 时 �K OP 中的信息 (不需再计

算 KQP ,节省了计算量) ,从而保持训练时间基本不

变.同时 ,本文提出的改进 J iao 法与其他方法相比 ,

在预测精度基本保持不变的情况下 ,大大缩短了训

练时间.

　　另外 ,将本文改进的 J iao 法推广到分类问题 ,

同样可以取得与回归相似的效果.在分类精度几乎

不变的情况下 ,改进 J iao 法需要较少的支持向量和

较短的训练时间 ;在支持向量数目基本相同的情况

下 ,改进J iao法的分类精度高.作者用 4个 UCI数据

集 (wine , glass , waveform , waveform + noise) 验

证了改进 J iao法的分类效果.

6　结 　　论
　　将 J iao 法应用于最小二乘支持向量回归机 ,回

归效果并不理想. 本文在此基础上提出了改进的

J iao法 ,并将其应用于最小二乘支持向量回归机 ,在

回归精度基本不变的情况下 ,支持向量数目和训练

时间都取得了明显的优势.在支持向量数目几乎相

同的情况下 ,改进 J iao 法的回归精度高 ,并保持了

训练时间基本不变.与其他剪枝算法相比较 ,在预测

精度基本不变的前提下 ,本文提出的改进 J iao 法大

大缩短了训练时间 ,这无疑是一种快速稀疏最小二

乘支持向量回归机.另外 ,将改进的 J iao 法推广到

分类问题 ,可取得与回归相似的结果.
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