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基于强化学习的 JL Q模型的直接自适应最优控制
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摘　要 : 研究离散时间跳变线性二次 (JL Q)模型的直接自适应最优控制问题.将强化学习的理论和方法应用于 JLQ

模型 ,设计基于 Q函数的策略迭代算法 ,以优化系统性能.在系统参数以及模态跳变概率未知的情况下 , Q函数对应

的参数矩阵 ,可通过观察给定策略下系统行为 ,应用递归最小二乘算法在线估计.基于此参数矩阵 ,可构造出新的策

略使得系统性能更优 .该算法可收敛到最优策略.
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Abstract : The discrete2time direct adaptive optimal control problem of jump linear quadratic (JLQ ) model is

investigated. Reinforcement learning theory and approaches are applied to JLQ model and Q function2based policy

iteration algorithm is designed to optimize system performance. When the system parameters and jump probabilities of

modes are unknown , the parameter matrix with respcet to Q function is online estimated by observing system behavior

under a given control law with recursive least square algorithm. Moreover , based on this matrix , a new policy which

can improve system performanc is const ructed. The algorithm can converge to the optimal policy.
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1　引　　言
　　切换系统是近年来系统理论研究的热点之

一[1 ] ,有着很强的工程应用背景.其中 Markov跳变

线性系统 ( MJL S)是切换系统中研究较成熟的一

类 ,它在柔性制造系统、电力系统、经济系统、容错系

统设计、库存控制等具有模态跳变的实际系统中得

到了广泛的应用[ 2 ,3 ] .目前 ,国内外关于 MJL S的研

究成果很丰富[4211 ] .

　　本文考虑离散时间跳变线性二次 (JLQ)模型的

直接自适应最优控制问题.在系统参数未知的情况

下 ,传统的自适应最优控制方法是先进行参数辨识 ,

然后进行最优控制.与传统的方法不同 ,本文直接通

过对系统行为的观察和学习得到最优的反馈控制

律.这种自适应控制方案称为直接自适应最优控制.

　　在近似动态规划 (ADP)领域 ,将策略迭代和强

化学习的理论与方法应用于控制系统 ,可得到直接

自适应控制的算法[12214 ] . 针对 JLQ 模型 , Costa

等[15 ]研究了在模态跳变概率未知的情况下 ,基于

TD (λ)算法的自适应最优控制.本文则基于 JL Q 模

型 ,在系统参数以及模态跳变概率未知的情况下 ,通

过观察给定策略下系统的行为 (包括系统模态、状

态、控制量以及代价) ,利用强化学习的方法进行直

接自适应最优控制.

　　考虑离散无穷时间折扣代价准则模型 ,首先定

义 JL Q模型的 Q函数 ,基于该函数设计策略迭代算

法 ,以求得最优控制律.在一个镇定的控制律下 , Q

函数对应的参数矩阵可通过观察系统行为来估计 ,

完成策略迭代中的策略评价.利用估计得到的 Q函
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数实施策略改进 ,以得到更好的反馈控制律.在评

价、改进的过程中 ,不需辨识系统参数以及模态跳变

概率.在系统可控及输入信号持续激励的条件下 ,可

证明该方法收敛到最优的反馈控制律.

2　问题描述
　　Markov跳变系统是一类具有离散与连续两种

动态的混杂系统 :一种称为模态 ,由有限离散状态的

Markov链描述 ;另一种称为状态 ,由每一模态下的

状态空间方程描述.考虑如下离散时间线性系统 :

x t+1 = A (θt ) x t + B (θt ) ut . (1)

其中 : t为离散时刻 , x t ∈ Rn 为状态 ,θt ∈ S = { 1 ,

⋯, S} 为模态 , ut ∈Rm 为控制变量 , A (θt ) 和 B (θt )

为依赖于模态的合适维数的矩阵.模态θt依Markov

链变化 ,其转移概率矩阵为 P = { p ij } i , j∈S . 假设该

Markov链是遍历的 ,稳态概率为π = [π1 , ⋯,πS } .

待优化的性能指标为

V (θ0 , x0 ) =

lim
T→∞

E{ ∑
T- 1

t = 0
[γt f u (θt , x t ) ] |θ0 , x0 } . (2)

其中 : 代 价 函 数 f u (θt , x t ) = x T
t M (θt ) x t +

uT
t N (θt ) ut ,0 ≤γ< 1是折扣因子.为表述方便 ,当θt

= i时 ,矩阵 A (θt ) , B (θt ) , M (θt ) 和 N (θt ) 可简记作

A i , B i , M i 和 N i .假设矩阵 M i 和 N i 是半正定矩阵 ,

并假设系统 (1) 是可镇定的 ,则对于稳定系统 ,性能

指标 (2) 存在.

　　任意给定一个镇定的反馈律 u( i , x) = - L i x .

为简单起见 ,称 L i ( i ∈S) 为策略.该策略下的系统

性能也称作值函数 ,为如下二次型[5 ] :

V ( i , x) = x T Ki x , (3)

其中对称正定阵 Ki ( i ∈S) 称作策略 L i下的代价矩

阵.定义 Fi = ∑
j∈S

p ij K j .对于最优策略 ,有 :

　　引理 1[5 ] 　JL Q模型的最优反馈控制律为

u 3 ( i , x) = - L 3
i x ,

L 3
i =γ[ N i +γB T

i F 3
i B i ] - 1 B T

i F 3
i A i .

其中 : F3
i = ∑

j∈S

p ij K 3
j , K3

i 为对称正定矩阵 ,是代

数耦合的 Riccati方程的解 ,即

K 3
i = M i +γA T

i F 3
i A i - γA T

i F 3
i B iL

3
i .

此时系统最优性能为 V 3 ( i , x) = x T K 3
i x .

3　Q函数与策略迭代
　　对于策略 L i ,定义 Q函数为

Q( i , x , u) =

f u ( i , x) +γE{ V (θ1 , x1 ) |θ0 = i , x0 = x , u0 = u} .

(4)

其中 : x1 = A i x + B i u ,即在 t = 0以及给定 0时刻模

态、状态及控制量时 ,由式 (1) 得到 ;θ1 为随机变量 ,

由转移概率矩阵 P决定. Q函数也称作行动值函数 ,

表示的是当前状态为 x 采取控制量 u ,在此之后系

统都采用策略 L i 情况下的总折扣代价. Q函数是对

所有 ( i , x) ∈S ×Rn和所有 u ∈Rm定义的.对比值

函数 V ( i , x) 的定义 ,可知

V ( i , x) = Q( i , x , - L i x ) . (5)

结合式 (4) 和 (5) , Q函数的定义等价于

Q( i , x , u) =

f u ( i , x) +γE{ Q(θ1 , x1 , - Lθ1 x1 ) |θ0 =

i , x0 = x , u0 = u} . (6)

将式 (3) 代入 (4) , Q函数可改写为

Q( i , x , u) = [ x T , uT ]
H i (11) H i (12)

H i (21) H i (22)

x

u
=

[ x T , uT ] H i

x

u
. (7)

其中 : H i ( i ∈S) 为对称正定矩阵 ,是 Q函数的参数

矩阵 ;而

H i (11) = M i + A T
i F i A i , H i (12) =γA T

i F i B i ,

H i (21) =γB T
i F i A i , H i (22) = N i +γB T

i F i B i . (8)

　　应用强化学习[16 ]理论 ,可构造基于 Q函数的策

略迭代方法 ,以求解最优策略 L 3
i .策略迭代分为两

个步骤 :策略评价和策略改进.对于某个给定策略 ,

计算或估计该策略对应的值函数或 Q函数 (即相应

的代价矩阵 Ki 或参数矩阵 H i , i ∈S) ,称作策略评

价 ;基于值函数或 Q函数 ,计算得到新的更优的策

略 ,称作策略改进.这两步反复进行 ,从而实现策略

优化.

3 . 1　策略评价 ———估计 Q函数

　　给定策略 L i ,由式 (7) 可知 ,如果能通过观察系

统行为 ,估计得到 H i矩阵 ,那么 Q函数容易求得.因

此 ,实际上是期望通过观察和估计得到参数矩阵

H i , i ∈S .

　　对于任意 n维向量 y ,定义 n( n + 1) / 2维向量 �y
表示 y的元素的所有二次基函数

�y = [ y2
1 , y1 y2 , ⋯, y1 y n , y2

2 , ⋯, y2 y n , ⋯, y2
n ]T .

对于任意 n×n对称矩阵 C ,第 i行第 j 列元素为 c ij ,

定义 n( n + 1) / 2维向量

�C =

[ c11 ,2c12 ,2c13 , ⋯,2c1 n , c22 ,2c23 , ⋯,2c2 n , ⋯, cnn ]T .

反之 ,如果已知 �C ,也容易得到对称矩阵 C.那么 ,对

于任意二次型的表达式 ,有 yT Cy = �y T �C.记行向量

αxu =
x

u

T

,则 Q函数可改写为

Q( i , x , u) =αxu �H i , Πi ∈S . (9)
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　　定义 ( n + m) ( n + m + 1) S/ 2维向量Θ = [ �H T
1 ,

⋯, �H T
S ]T ,向量Θ中包含所有矩阵 H i ( i ∈S) 的参数

值.如果得到Θ,那么也就得到了所有的 Q函数.用

向量Θ表示 Q函数 ,式 (9) 可写为

Q( i , x , u) =β( i , x , u)Θ.

其中行向量β( i , x , u) = [0 , ⋯,αxu , ⋯,0 ]可分成 S

块 ,每块有 ( n + m) ( n + m + 1) / 2个元素 ,第 i块为

αxu ,其余均为零.

　　进一步 ,式 (6) 可改写为

f ut (θt , x t ) =

Q(θt , x t , ut ) - γE{ Q(θt+1 , x t+1 , - Lθ
t+1 x t+1 ) } =

E{β(θt , x t , ut ) - γβ(θt+1 , x t+1 , - Lθ
t+1 x t+1 ) }Θ.

(10)

对于每一个时刻 t ,式 (10) 都成立.行向量β( i , x , u)

仅与系统状态和控制量有关 , f u ( i , x) 也可以观察

到.因此 ,对所有时刻 t = 0到 T - 1列出方程 (10) ,

组成如下数据集 :

Y =

f u0 (θ0 , x0 )

…

f u T- 1 (θT- 1 , x T- 1 )

=

E

β(θ0 , x0 , u0 ) - γβ(θ1 , x1 , - Lθ1 x1 )

…

β(θT- 1 , x T- 1 , uT- 1 ) - γβ(θT , x T , - Lθ
T

x T )

Θ =

E{ XΘ} .

对于 Y = E{ XΘ} 这样的表示形式 ,应用最小二乘法

求解 ,可得到Θ的估计值Θ
⌒

= ( X T X) - 1 X T Y .当 T足

够大时 ,信息足够多 ,估计值Θ
⌒

便足以接近真实值.

那么由Θ
⌒

便可得到参数矩阵 H i , i ∈S .

　　上述算法在数据集全部得到之后才进行估计.

事实上可在系统运行的同时 ,边观察边估计.简记

f t = f ut (θt , x t ) ,

βt =β(θt , x t , ut ) - γβ(θt+1 , x t+1 , - Lθ
t+1 x t+1 ) .

　　设计递归最小二乘 ( RL S) 算法如下 :

G(0) = G0 ,

e( l) = f t - βtΘ
⌒

( l - 1) ,

Θ
⌒

( l) =Θ
⌒

( l - 1) +
G( l - 1)βT

t e ( l)

1 +βt G( l - 1)βT
t

,

G( l) = G( l - 1) -
G( l - 1)βT

tβt G ( l - 1)

1 +βt G ( l - 1)βT
t

.

(11)

其中 : G0 =δI ,δ为足够大的正常数 , I 为单位阵 ;

Θ
⌒

( l) 为参数向量Θ的第 l个估计值 ;Θ
⌒

(0) 是使 Q函

数参数矩阵 H i 正定的给定初值.

　　Goodwin等[17 ]证明了如果存在ε1 ≤ε2 ,以及某

个正数 T0 ,使得对于所有 T ≥ T0 , t ≥ T ,βt 满足下

面的持续激励条件 :

ε1 I ≤ 1
T ∑

T

τ= 1

βT
t -τβt -τ ≤ε2 I , (12)

那么 RL S算法 (11) 渐近收敛到真实值Θ.对于所考

虑的确定性系统 (1) ,系统状态会很快达到原点 ,持

续激励条件无法满足.所以本文采用带有噪声的输

入信号 ut = - Lθ
t
x t +ξt ,以满足条件 (12) ,其中ξt为

方差有限的白噪声.在该输入信号作用下 ,所得到的

数据序列显然满足时间序列分析的平稳性条件 ,因

此上述 RL S算法是适用的.

3 . 2　策略改进 ———基于 Q函数的改进公式

　　用 k表示策略迭代步数 ,上标‘( k)’表示策略

迭代第 k步的相关量.第 k步的策略为 L
( k)
i ,相应的

代价矩阵为 K
( k)
i , Q函数的参数矩阵为 H

( k)
i , i ∈S .

　　基于 Q函数的策略改进公式为

L
( k+1)
i x = arg min

u∈Rm
{ Q( i , x , u) } . (13)

上式对 u求导数 ,使其为零 ,可解出

L
( k+1)
i =γ[ N i +γB T

i F
( k)
i B i ] - 1 B T

i F
( k)
i A i .

结合式 (8) ,容易得到第 k + 1步策略

L
( k+1)
i = [ H

( k)
i (22) ] - 1 H

( k)
i (21) . (14)

第 k + 1步的策略 L
( k+1)
i 也一定是镇定的 ,因为在该

策略下的性能要优于 L
( k)
i .基于这个策略 ,可估计得

到新的 Q函数 ,因而策略迭代过程可以继续.如果系

统参数都已知 , Zhang等[18 ] 证明了运用策略迭代求

解 JL Q问题可收敛到最优解.

　　需要指出的是 ,基于 Q函数的策略评价算法

(11) 和策略改进公式 (14) 中都没有显式地出现系

统参数和模态转移概率矩阵 ,它们被隐含在参数矩

阵 H i 中.因此 ,基于 Q函数的策略迭代方法可实现

直接自适应最优控制 ,而不需要辨识系统参数.

3 . 3　直接自适应策略迭代

　　如上所述 ,应用 RL S算法 (11) 估计 Q函数的参

数矩阵以进行策略评价 ;利用式 (14) 实施策略改进

以得到更优的策略.下面给出直接自适应策略迭代

算法 :

　　算法 1　直接自适应策略迭代算法

　　Step1 : 给定初始策略 L
(0)
i , k = 0 , t = 0 ;给定时

间长度 T ,小正数ε> 0 ;给定初始参数Θ
⌒

(0) ;选定噪

声分布ξt ～ N (0 ,σ2 ) .

　　Step2 : l = 0 ,给定 RL S算法初值δ.

　　Step2. 1 : 在时刻 t ,选取 ut = - L
( k)
θ

t
x t +ξt作为

输入信号 ,以得到新的状态 x t+1 .记录一步代价 f t ,

应用算法 (11) 更新Θ
⌒

( l) ; t = t + 1 , l = l + 1 ;重复该

1631
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步骤直至 l = T - 1 .

　　Step2. 2 :令Θ( k)
=Θ
⌒

( T - 1) .由Θ( k) 得到 H
( k)
i ,

应用式 (14) 进行策略改进 ,得到新的策略 L
( k+1)
i .

　　Step3 : 如果max
i∈S

| L
( k)
i - L

( k+1)
i | <ε,则算法结

束 ;否则 ,初始化参数Θ
⌒

(0) =Θ( k)
, k = k + 1 ,重复

Step2 .

　　定理 1　如果 JL Q 系统 (1) 是可控的 ,初始策

略 L
(0)
i 是镇定的 ,向量βt满足持续激励条件 (12) ,那

么存在时间长度 T < ∞,使得策略迭代产生的策略

序列 L
( k)
i 收敛到最优策略 L 3

i .

　　针对线性二次 (LQ) 系统 ,文献 [12 ]给出了收

敛性的证明.对于 JL Q系统 ,证明过程类似 ,此略.

　　如果系统参数慢变 ,那么算法 1持续运行 ,它具

有自适应的能力.利用算法 1 可设计直接自适应最

优控制器 ,随着参数的变化调整最优控制策略.

4　数值算例
　　两模态一维的系统 , S = { 1 ,2} . A 1 = 1 , B1 =

1 , M1 = 1 , N 1 = 1 , A 2 = 1 , B2 = - 1 , M2 = 2 , N2 =

2 .模态间的转移概率矩阵为

P =
0 . 3 0 . 7

0 . 6 0 . 4
,γ = 0 . 9 .

　　如果系统参数都确切已知 ,则通过理论计算可

得到最优控制律为 L 3
1 = 0 . 70 , L 3

2 = - 0 . 50 .设计

控制器时这些参数是未知的 ,系统行为通过仿真得

到.应用算法 1 ,选取 T = 10 000 ,ε= 0 . 01 ,控制变

量叠加噪声为正态分布 ,ξt ～ N (0 ,0 . 09) .初始参数

为Θ
⌒

(0) = [1 ,0 ,1 ,1 ,0 ,1 ]T , 初始策略为 L
(0)
1 =

0 . 2 , L
(0)
2 = - 1 . 4 . RL S算法初值取δ= 10 .算法 1经

过 6个策略迭代步骤结束 ,此时得到的策略为 L 1 =

0 . 69 , L 2 = - 0 . 50 .此时 Q函数对应的参数矩阵为

H1 =
3 . 43 2 . 16

2 . 16 3 . 13
, H2 =

3 . 69 - 2 . 03

- 2 . 03 4 . 12
.

　　应用策略迭代 ,线性反馈律不断改进的过程如

图 1所示.

图 1　策略改进

5　结 　　论
　　本文考虑了 JL Q模型的最优控制问题.应用基

于 Q函数的策略迭代方法 ,可导出直接自适应最优

控制算法.对比传统的最优控制方法 ,该算法在系统

参数未知的情况下 ,不需要辨识系统参数 ,而是直接

估计 Q函数对应的参数矩阵 ,并由该矩阵构造新的

策略 ;同时 ,该算法不需要求解耦合的 Riccati方程 ,

避免了复杂的非线性方程组的求解问题 ;而且算法

可以在线运行 ,边观察系统行为边进行优化.以上优

点使得本文提出的方法尤其适用于实际工程系统的

控制和优化.
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变的振动控制.对于慢变子系统 ,基于鲁棒滑模微分

估计器设计二阶滑模控制 ,使系统状态跟踪期望的

轨迹 ,保留了滑模的鲁棒性和易于实现的特点 ,有效

地去除了抖振和信号噪声.对于快变子系统 ,采用动

态补偿器抑制输入信号的高频分量 ,设计最优控制

规律 ,使柔性模态快速趋于稳定值.仿真结果表明 ,

本文提出的混合控制方法 ,在保证刚性轨迹精确跟

踪期望值的同时 ,弹性振动得到了有效抑制.
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