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一种基于 Cholesky分解的动态无偏 LS2SVM学习算法

蔡艳宁 , 胡昌华
(第二炮兵工程学院 302教研室 , 西安 710025)

摘　要 : 针对最小二乘支持向量机用于在线建模时存在的计算复杂性问题 ,提出一种动态无偏最小二乘支持向量回

归模型.该模型通过改进标准最小二乘支持向量机结构风险的形式消除了偏置项 ,得到了无偏的最小二乘支持向量

机 ,简化了回归系数的求解.根据模型动态变化过程中核函数矩阵的特点 ,设计了基于 Cholesky分解的在线学习算

法.该算法能充分利用历史训练结果 ,减少计算复杂性.仿真实验表明了所提出模型的有效性.
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Abstract : Aiming at the computational complexity of L S2SVM’s on2line modeling , a dynamic non2bias least square

support vector regression model is proposed. The model eliminates the bias of L S2SVM by improving the form of

st ructure risk. As a result , the non2bias L S2SVM is achieved and the calculation method of regression coefficient s is

simplified. Then an online learning algorithm based on the Cholesky factorization is designed according to the

character of kernel function matrix in the model’s dynamic change process. The improved learning algorithm can make

full use of the historical t raining result s and reduce the computational complexity. Experimental result s indicate the

effectiveness of the dynamic non2bias L S2SVM.
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1　引　　言
　　支持向量机 ( SVM)是 20 世纪 90 年代中期提

出的一种机器学习算法 ,其理论基础是 Vap nik 等

人提出的统计学习理论[1 ] . Suykens 等人在统计学

习理论的基础上 ,对 SVM 进行了扩展[2 ] ,提出一种

最小二乘支持向量机 (L S2SVM) .这两种方法由于

其优秀的学习和泛化能力 ,已逐步应用于模式识别、

函数拟合、概率密度估计等领域 ,并取得了较好的效

果.这些应用实例绝大部分是离线式的 ,采用离线学

习算法就可以解决.但是 ,如果训练样本随着时间的

推移逐步注入到训练集中 ,就必须使用支持向量机

的在线学习算法.近年来 ,一些学者针对标准 SVM

提出了在线学习方法[325 ] ,该问题的本质是在线求解

带约束条件的二次规划问题 ,计算复杂性较高.因

此 ,一些学者研究在线 L S2SVM 算法 ,其中新近提

出的方法的主要思想是将核函数矩阵分块 ,利用分

块矩阵求逆公式对 L S2SVM进行在线训练[ 6 ,7 ] .

　　为了进一步提高 L S2SVM的在线建模效率 ,本

文提出一种动态无偏 L S2SVM模型 ,并设计了新的

在线学习算法.该模型的优点在于简化了在线学习

过程中回归系数的求解 ;针对核函数矩阵的特点设

计了基于分块矩阵 Cholesky分解的在线学习算法.

与在线 L S2SVM相比 ,动态无偏 L S2SVM模型具有

较快的运算速度 ,更适合于在线学习和预测.
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2　最小二乘支持向量机
　　对于有 l 个数据的样本集合 { ( xi , y i ) } , xi ∈

Rn , y i ∈R , i = 1 ,2 , ⋯, l ,L S2SVM可描述为如下约

束优化问题 :

min 1
2
ωTω+

1
2

C∑
l

i = 1

ξ2i ,

s. t . y i - ωTφ( xi ) - b =ξi ,

　　 i = 1 ,2 , ⋯, l. (1)

其中 :φ(·) 将输入数据映射到高维特征空间 ,ω为权

值向量 , C > 0为惩罚系数 ,ξi 和 b分别为误差变量

和偏置.针对式 (1) 建立 Lagrange函数

1
2
ωTω+

1
2

C∑
l

i = 1

ξ2i -

∑
l

i = 1

αi [ωTφ( xi ) + b +ξi - y i ] , (2)

其中αi 为 Lagrange乘子.对式 (2) 各变量求偏导并

整理 ,得线性方程组

0 ET

E K + C- 1 I

b

α
=

0

Y
. (3)

其中 : Ki , j = (φ( xi ) ·φ( xj ) ) = k ( xi , xj ) , k (·,·) 为

核函数 ; Y = ( y1 , y2 , ⋯, y l )
T ,α = (α1 ,α2 , ⋯,αl )

T ,

E = (1 , ⋯,1) T , I为单位阵. L S2SVM的输出为

f ( x) = ∑
l

i = 1

αi k ( x , xi ) + b. (4)

令 H = K + C- 1 I ,则α和 b可由下式求出 :

b =
ET H- 1 Y
ET H- 1 E

, (5)

α = H- 1 ( Y -
EET H- 1 Y
ET H- 1 E ) . (6)

　　在线 L S2SVM的学习算法利用 H的分块求逆

来实现[6 ,7 ] .该方法有两个缺陷 :一是没有利用 H矩

阵对称正定这一特点 ;二是需经过繁杂的矩阵运算

方可求出回归系数和偏置.针对这两个问题 ,本文提

出了改进算法.

3　无偏 LS2SVM
　　支持向量机的结构风险最小化的核心思想是

R[ f ] ≤Remp + Rgen . (7)

其中 : R[ f ]为期望风险 ; Remp 为经验风险 ,它是回归

函数与样本偏差的一种度量 ; Rgen 是置信范围 ,它是

回归函数复杂度的一种度量.文献 [8 210 ]对标准支

持向量机的置信范围进行了改动 ,形成了新的支持

向量机 ,并提出了新的训练算法.借鉴这种思路 ,本

文对 L S2SVM结构风险的形式进行改进 ,形成一种

无偏 L S2SVM .该模型的目标函数和约束条件为

min 1
2
ωTω +

1
2λ2 b2 +

1
2

C∑
l

i = 1

ξ2i ,

s. t . y i - ωTφ( xi ) - b =ξi ,

　　 i = 1 ,2 , ⋯, l. (8)

令ω′= (ω, b/λ) ,则式 (8) 变为

min 1
2
ω′Tω′+

1
2

C∑
l

i = 1

ξ2i ,

s. t . y i - ω′T (φ( xi ) ,λ) =ξi ,

　　 i = 1 ,2 , ⋯, l. (9)

为求解上述优化问题 ,建立 Lagrange函数

L =
1
2
ω′Tω′+

1
2

C∑
l

i = 1

ξ2i -

∑
l

i = 1

αi [ω′T (φ( xi ) ,λ) +ξi - y i ]. (10)

对式 (10) 各变量求偏导并整理 ,得线性方程组

( K +λ2 E + C- 1 I)α = Y. (11)

其中 : E为全 1矩阵 , I为单位阵.无偏L S2SVM回归

函数的形式为

f ( x) = ∑
l

i = 1

αi ( k ( x , xi ) +λ2 ) . (12)

由式 (12) 可以看出 ,无偏 L S2SVM模型通过引入参

数λ消除了偏置项.令 H = K +λ2 E + C- 1 I ,λ> 0 ,

C > 0 ,则式 (11) 简化为 Hα = Y.下面讨论矩阵 H的

性质 ,以求取回归系数向量α.

　　定理 1　设 X是 R n的子集.若 k ( x , x′) 是定义

在 X ×X上的支持向量机核函数 ,则对于任意的 x1 ,

⋯, xl ∈X , H = K +λ2 E + C- 1 I是对称正定矩阵.其

中 : Ki , j = k ( xi , xj ) ,λ > 0 , C > 0 .

　　证明 　对称性.设 X 是 R n 的一个子集 , k ( x ,

x′) 是支持向量机的核函数 ,则存在 X 到某一高维

空间的映射φ(·) ,使得 k ( x , x′) = (φ( x) ·φ( x′) ) .

因为 Ki , j = k ( xi , xj ) = (φ( xi ) ·φ( xj ) ) = k ( xj , xi )

= Kj , i ,所以矩阵 K为对称矩阵 ,且 E为全 1矩阵 , I

为单位阵 ,因此 H为对称矩阵.

　　正定性.对于任意的 z = ( z1 , ⋯, z l )
T ≠0 ,有

zT Hz = zT Kz +λ2 zT Ez + C- 1 zT z =

∑
l

i = 1
ciφ( xi )

2
+λ2 (∑

l

i = 1
z i)

2
+ C- 1 ∑

l

i = 1
z2

i > 0 .

(13)

因此矩阵 H为对称正定矩阵. □

　　由定理1可知 ,矩阵 H满足对称正定性 ,因此可

进行 Cholesky分解. H可唯一地分解为 H = U TU ,

其中 U为上三角阵. U 中矩阵的元素由以下计算公

式确定 :

uii = ( hii - ∑
i - 1

k = 1
u2

ki )
1/ 2

, i = 1 ,2 , ⋯, l ;

uij = ( hij - ∑
i- 1

k = 1

uki u kj ) / uii , j > i. (14)
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无偏 L S2SVM模型中α可由下式计算 :

　　　　　p i = ( y i - ∑
i - 1

k = 1
uki p k) / uii ,

　　　　　αi = ( p i - ∑
n

k = i+1
uik x k) / uii . (15)

4　动态无偏 LS2SVM的在线学习
　　动态无偏 L S2SVM 的在线学习算法的设计思

想是 :当得到新的样本时 ,遗忘最早时刻的旧样本 ,

并以尽可能小的计算代价更新当前时间窗中训练样

本的回归系数向量.

　　设滑动时间窗的长度为 l , t时刻时间窗中样本

的形式为 ( xi , y i ) , i = t - l + 1 , ⋯, t. 动态无偏

L S2SVM模型的核函数矩阵 K,训练样本输出 Y和

待求的回归系数向量α都是 t 的函数 ,表示如下 :

Ki , j ( t) = k ( xi , xj ) ,

α( t) = (αt - l+1 , ⋯,αt )
T ,

Y( t) = ( y t- l+1 , ⋯, y t )
T .

设 H ( t) = K( t) +λ2 E + C- 1 I ,则α( t) 可由 H( t)α( t)

= Y( t) 求取.若得到 t + 1时刻模型的输入变量 xt+1 ,

则可以求取动态无偏 L S2SVM的输出预测值

f ( xt+1 ) = ∑
t

i = t- l+1

αi ( t) ( k ( xt+1 , xi ) +λ2 ) . (16)

当得到 t + 1时刻模型输出的实际值 y t+1 时 ,为了更

新动态无偏 L S2SVM 模型 ,将新样本 ( xt+1 , y t+1 ) 加

入时间窗 ,同时遗忘时间窗中最早时刻的旧样本

( xt - l+1 , y t- l+1 ) .在此基础上 ,更新矩阵 K( t) 为 K( t +

1) , Y( t) 为 Y( t + 1) ,并求取新的回归系数向量α( t

+ 1) .

4 . 1　增加样本

　　由上述分析可知 ,在 t时刻矩阵 H ( t) 为

H( t) =

k ( xt- l+1 , xt- l+1 ) +λ2 + C- 1 ⋯ k ( xt- l+1 , xt ) +λ2

… ω …

k( xt , xt- l+1 ) +λ2 ⋯ k ( xt , xt ) +λ2 + C- 1

.

(17)

由 t 时刻的学习结果可得到 H ( t) = U ( t) TU ( t) ,

U ( t) 已知.设 t + 1时刻增加一个新样本 ( xt+1 , y t+1 ) ,

对应于 H( t) ,有

H( t + 1) =

H( t) V ( t + 1)

V ( t + 1) T v ( t + 1)
∈R

( l+1) ×( l+1)
. (18)

其中 : v ( t + 1) = k ( xt+1 , xt+1 ) +λ2 + C- 1 ,V ( t + 1) =

[ k ( xt+1 , xt- l+1 ) +λ2 , ⋯, k ( xt+1 , xt ) +λ2 ]T .下面求取

U ( t + 1) ,使得 H ( t + 1) = U ( t + 1) TU ( t + 1) .

　　由定理 1可知 , H( t + 1) 为对称正定矩阵 ,对其

采用 Cholesky分解定理进行计算 ,所得的结果为

U ( t + 1) =
U ( t) W ( t + 1)

0T w ( t + 1)
. (19)

其中 :W ( t + 1) 和 w ( t + 1) 分别为 l维列向量和实

数 ,求取方法分别为

Wi ( t + 1) =

( Hi , l+1 ( t + 1) -

∑
i- 1

k = 1
U k , i ( t + 1) U k , l+1 ( t + 1) ) / U ii ( t - 1) , (20)

w ( t + 1) =

( Hl+1 , l+1 ( t + 1) - ∑
l

k = 1

U2
k , l+1 ( t + 1) )

1/ 2
. (21)

　　从式 (19) 可以看出 , t + 1时刻增加一个新样本

后 ,对所形成的 H ( t + 1) 矩阵进行分解时 ,可直接利

用 t时刻 H ( t) 的分解结果 U ( t) .

4 . 2　消减样本

　　设去掉最早时刻的样本后新形成的回归系数

求取矩阵为 Ĥ ( t + 1) .由定理 1可知 , Ĥ ( t + 1) 为对

称正定矩阵 ,设其分解结果为 Ĥ ( t + 1) = R̂T ( t +

1) R̂( t + 1) .如何求取 R̂( t + 1) 是样本消减过程的关

键.将矩阵 H ( t + 1) 和 U ( t + 1) 重新进行分块 ,即

H( t + 1) =
v̂ ( t - l + 1) V̂T ( t + 1)

V̂( t + 1) Ĥ ( t + 1)
, (22)

U ( t + 1) =
ŵ ( t - l + 1) ŴT ( t + 1)

0 Û ( t + 1)
. (23)

由 H ( t + 1) = U ( t + 1) TU ( t + 1) ,可得

H ( t + 1) =

ÛT ( t + 1) Û ( t + 1) + Ŵ( t + 1) ŴT ( t + 1) ,

(24)

式中 Û ( t + 1) ∈R l×l 和 ŴT ( t + 1) ∈R l 为已知.根

据式 (24) ,求 R̂( t + 1) 的方法为

J ( l) ⋯J (1) [ Ŵ( t + 1) , ÛT ( t + 1) ]T =

[0 , R̂T ( t + 1) ]T . (25)

其中 J ( i) ∈R
( l+1) ×( l+1) 的确定方法如下 (设其下标

从 0开始) :

J m , n ( i) =

1 , m = n ≠0 , i ;

sinθi , m = n = 0 , i ;

- co sθi , m = 0 , n = i ;

cosθi , m = i , n = 0 ;

0 , 其他.

(26)

由式 (25) 计算出的 R̂( t + 1) 满足 Ĥ ( t + 1) = R̂T ( t

+ 1) R̂( t + 1) , 且该 算 法 的 时 间复 杂 度 为

O( l2 ) [11 ,12 ] ,而对于 Ĥ ( t + 1) 重新进行 Cholesky分

解的时间复杂度为 O( l3 ) ,因此该方法能提高动态

无偏 L S2SVM的效率.求出 R̂( t + 1) 后即可求出新

的回归系数 ,形成 t + 1时刻的预测模型.随着滑动
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时间窗中样本的平移 ,反复进行样本的增加和消减

过程 ,并求取新的回归函数 , 便完成了动态无偏

L S2SVM的在线建模.

5　仿真实验
5 . 1　混沌时间序列预测

　　将动态无偏 L S2SVM应用于 Mackey2Class混

沌时间序列[13 ] 预测 ,该模型为

d x ( t) / d t =

0 . 2 x ( t - τ) / (1 - x10 ( t - τ) ) - 0 . 1 x ( t) .

本仿真实例取τ = 30 ,样本的输入为 ( x ( t - ( D -

1)Δ) , ⋯, x ( t - Δ) , x ( t) ) ,输出为 x ( t + T) .设置 D

= 9 ,Δ = T = 1 .首先用 x (500) 到 x (608) 组织 100

组样本训练无偏 L S2SVM ,得到初始预测模型 ,并不

断组织新样本 ,采用动态无偏 L S2SVM 模型进行

500次在线预测.模型采用 Gauss径向基核 k ( x , x′)

= exp ( - ‖x - x′‖2 / 2 p2 ) .用交叉验证法确定模型

参数的取值为 C = 200 ,λ = 1 , p = 2 .

　　该预测过程的性能可用如下指标衡量 :

ρ=
1
N ∑

N

t = 1

y ( t) - ŷ ( t)
y ( t)

,

e =
1
N ∑

N

t = 1

( y ( t) - ŷ ( t) ) 2 .

其中 : y ( t) 为实际值 , ŷ ( t) 为预测值 , N 表示在线预

测的步数.图 1是动态无偏 L S2SVM 的预测结果 ,ρ

值为0 . 019 3 , e值为5 . 423 5e 2004 .在数据完全相同

图 1　动态无偏 LS2SVM预测结果

图 2　两种算法运行时间曲线

的情况下 ,采用分块矩阵求逆方式的在线 L S2SVM

模型的ρ值为 0 . 021 3 , e值为6 . 101 3e2004 .

　　为了衡量动态无偏 L S2SVM的计算效率 ,分别

采用不同的滑动时间窗长度运行动态无偏 L S2SVM

模型和基于分块矩阵求逆的在线 L S2SVM 模型各

10次 ,两种算法的时间曲线如图 2所示.从图 1和图

2可以看出 ,动态无偏 L S2SVM 模型能以较快的速

度对混沌时间序列的动态变化作出反应.

5 . 2　系统辨识

　　非线性模型[14 ] 描述如下 :

y ( k + 1) =

k1 y ( k) / ( k2 + y2 ( k) ) + k3 u3 ( k) .

在本次仿真实验中 ,滑动时间窗长度为 50 ,算法运

行 200个离散时间步 ,仿真模型的参数给定如下 :

y ( k + 1) =

y ( k) / (1 + y2 ( k) ) + u3 ( k) , k ≤120 ;

1 . 1 y ( k) / (1 . 5 + y2 ( k) ) + 1 . 2 u3 ( k) , k > 120 .

　　仿真结果如图 3 所示 ,ρ值为 0 . 102 0 , e值为

3 . 610 6e2003 . 模型采用径向基核.用交叉验证法确

定模型参数的取值为 C = 200 ,λ= 1 , p = 1 . 5 .采用

完全相同的数据 , 基于分块矩阵求逆的在线

L S2SVM模型的ρ值为 0 . 097 8 , e值为3 . 742 4e2003 .

两种算法的时间曲线如图 4所示.

图 3　动态无偏 LS2SVM辨识结果

图 4　两种算法运行时间曲线

　　从该实例可以看出 ,动态无偏 L S2SVM与在线

L S2SVM的预测精度相当 ,但前者能以较快的速度

拟合系统模型.当模型发生变化时 ,动态无偏 L S2
SVM能在较短的时间内跟踪模型的变化趋势.
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6　结　　论
　　本文首先对标准 L S2SVM进行了改进 ,提出了

无偏最小二乘支持向量机模型 ;然后在此基础上根

据模型中核函数矩阵的特点 ,设计了基于 Cholesky

分解的在线学习算法 ,形成了动态无偏 L S2SVM.仿

真实验表明 ,该模型适于时间序列预测和系统辨识 ,

具有良好的在线学习和预测能力 ,而且与新近提出

的基于分块矩阵求逆的在线训练算法相比 ,具有较

快的运算速度 ,这为将支持向量机技术应用于实时

信号处理领域提供了有力的工具.
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