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区间数判断矩阵的一致性研究
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摘　要 : 研究区间数判断矩阵的一致性问题.首先对现有文献中有关区间数判断矩阵的一致性定义进行了总结、分

析 ,指出定义中存在的不合理性.在此基础上给出区间数判断矩阵的完全一致性、强一致性、一致性和满意一致性定

义 ,讨论这些定义和现有文献中相关定义的关系 ,论证了一致性等定义的合理性 ,并给出了一致性判别方法.最后通

过算例验证了判别方法的有效性和适用性.
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Abstract : The consistency problem of the interval judgment matrix is studied. Existing definitions on the consistency

in some papers are firstly summarized and analyzed , and the invalidity in these definitions are pointed out .

Furthermove , some definitions concerning the consistency of interval judgement matrix including perfect consistency ,

st rong consistency , consistency and satisfactory consistency are proposed , and the relations between these definitions

and the existing ones in some papers are discussed. The validity of these definitions is confirmed. Moreover , a method

for testing consistency is given , and two examples show the effectiveness and potential p racticality of this method.
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1　引　　言
　　层次分析法 (A HP)作为一种多准则决策方法 ,

已在实践中得到了很好的应用.在应用层次分析法

时 ,由于客观事物的复杂性及人们思维能力、知识结

构和知识水平的局限性 ,单一准则下 ,决策者虽然能

确定第 i个元素比第 j 个元素重要 ,但对重要的强

度常常不能作出确定的、一致的判断.在这种情况

下 ,决策者的思维判断用模糊数或区间数来反映更

合理.此时所得判断矩阵为模糊数判断矩阵或区间

数判断矩阵 , 从而使传统的层次分析法扩展为不确

定层次分析法.在不确定层次分析法中 ,单一准则

下 ,如何由区间数判断矩阵导出合理的排序向量是

合成排序向量的基础 ,而区间数判断矩阵是否满足

一致性直接影响到排序向量的合理性.因此 ,研究区

间数判断矩阵的一致性是一个很重要的课题.目前

已有很多文献对其进行了研究[1213 ] ,但是这些定义

之间没有统一性 ,而且有的定义明显存在不合理性.

　　本文对现有文献中区间数判断矩阵的一致性定

义进行了总结分析 ,指出了某些定义的不合理性.在

此基础上 ,给出了符合实际情况的区间数判断矩阵

一致性的相关定义 ,并探讨了这些定义和现有的一

些定义之间的相互关系以及一致性判别问题.

2　区间数判断矩阵一致性分析

　定义 1　称数字判断矩阵 �A = (�aij ) n×n 具有一

致性 ,若 �aij = �aik �a kj , i , j , k = 1 ,2 , ⋯, n.

　　定义 2　设有两个区间数 a1 = [ l1 , u1 ] , a2 =

[ l2 , u2 ] , l1 > 0 , l2 > 0 ,则

a1 ·a2 = [ l1 ·l2 , u1 ·u2 ] ,

1/ a1 = [1/ u1 ,1/ l1 ].

　　定义 3　称 A = ( aij ) n×n是区间数判断矩阵 ,如
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果对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,均有 :1) aij = [ l ij , uij ] ,

且 0 < l ij ≤uij ;2) aij = 1/ aji .当对任意的 i , j = 1 ,

2 , ⋯, n ,都有 l ij = uij 时 , A 为数字判断矩阵.

　　在现有文献中 ,区间数判断矩阵的一致性定义

有 4种形式 :

　　1) 第 1种形式 :文献 [1 ]对区间数判断矩阵一

致性的定义如下 :

　　定义 4　称区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n为一

致性矩阵 , 如果对任意 i , j , k = 1 ,2 , ⋯, n , 均有 :

aij a jk = aj j a ik .

　　定义中并不要求对角线元素为 1 ,在此基础上 ,

文献[325 ,7 ]对区间数判断矩阵一致性作了进一步

的研究.文献[4 ]称定义 4为完全一致性 ,并且定义

了一致性.

　　定义 5　设 A 3 为完全一致性判断矩阵 ,称 A

= ( aij ) n×n为一致性判断矩阵 ,若 A = A 3 ·E ,且满

足

1
n( n - 1) ∑1≤i≤j≤n

(εij +
1
εij

) ≤R.

其中 : E = (εij ) n×n ,εij = [ε-
ij ,ε+

ij ] , R = [ R - , R+ ]为预

先给定的临界区间数.

　　文献[3 ]在令对角线元素为 1 的前提下 ,引用

文献[1 ]的定义.

　　定义 6　设 A = ( aij ) n×n为区间数判断矩阵 ,对

任意的 j , ajj = [1 ,1 ].如果对任意 i , j , k = 1 ,2 , ⋯,

n ,均有 aij a jk = ajj a ik ,则称 A 为一致性区间数判断

矩阵. ajj = [1 ,1 ] ,表示方案 j与自身相比较.

　　文献[1 ]中对区间数判断矩阵的定义不要求对

任意的 i , aii = 1 ,而人们的判断中对于同一事物自

身属性相比较 ,重要性程度应为 1才符合实际情况.

而对任意的 i , aii = 1时 ,文献[2 ]用模糊集理论证明

了文献[1 ]的定义仅适用于判断用精确数值表示的

情形.也就是说 ,对满足定义 4的一致性区间数判断

矩阵 A = ( aij ) n×n ( aij = [ l ij , uij ]) ,设 A L = ( l ij ) n×n ,

A U = ( uij ) n×n ,若对任意的 i , aii = 1 ,则 A L = A U .因

此对区间数判断矩阵 ,定义 4～ 6均不合理.

　　2) 第 2种形式 :文献 [6 ]模仿一致性数字判断

矩阵的定义给出了一致性区间数判断矩阵的定义.

　　定义 7　称区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n具有

一致性 ,若对任意的 i , j , k = 1 ,2 , ⋯, n ,均有 aij =

aik a kj .

　　此定义隐含着 aii = 1 ,满足人们对同一事物自

身属性相比重要性程度为 1 的判断 ,但实际上和定

义 6相同 ,当区间数判断矩阵满足其条件时 ,将退化

为普通数字判断矩阵.

　　3) 第 3种形式 :文献 [8 ]用集合论的理论给出

了区间数判断矩阵的一致性和弱一致性定义.

　　定义 8　称区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n具有

一致性 ,若对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,有

∩
n

k = 1

( aik a kj ) = aij .

　　定义 9　称区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n具有

弱一致性 ,若对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯n ,有

∩
n

k = 1

( aik a kj ) ≠Φ.

　　此定义以集合论的知识给出 ,具有一定的合理

性 ,但是所表示的实际含义不明确.

　　4) 第 4种形式 :文献[11 , 12 ]基于权重可行域

的思想给出了区间数判断矩阵的一致性定义.

　　定义 10　称区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n具有

一致性 ,若凸集 S w 非空.其中

S w = { w | l ij ≤w i / w j ≤uij ,

∑
n

i = 1

w i = 1 , w i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, n} .

3　区间数判断矩阵一致性相关定义及性质
　　根据上述对区间数判断矩阵一致性定义的讨

论 ,在区间数判断矩阵满足对角线上元素全为 1 的

情况下 ,给出比较合理的区间数判断矩阵一致性的

相关定义.

　　定义 11　称 A = ( aij ) n×n为完全一致性区间数

判断矩阵 ,若对任意的 i < k < j ,均有 aij = aik a kj .

　　此定义避免了定义 7出现的退化情况.

　　定义 12　称 A = ( aij ) n×n为强一致性区间数判

断矩阵 ,若对任意的实数 �aij ∈[ l ij , uij ] ,数字判断矩

阵 �A = ( �akl ) n×n ( �akl ∈[ lkl , ukl ]) 均存在一致性 ,其中

当 k = i , l = j时 , �akl = �aij .

　　若对某个 �aij ∈[ l ij , uij ] ,不存在数字判断矩阵

�A = (�akl ) n×n (�akl ∈[ lkl , ukl ]且 k = i , l = j时 , �akl =

�aij ) 满足一致性 ,则说明�aij是不合理信息 ,因此此定

义是合理的.下面的定理 1 将证明定义 8 的一致性

条件和定义 12的强一致性条件是等价的 ,但显然定

义 12的条件所表现的实际含义要比定义 8明确.

　　定理1　定义8的一致性条件等价于定义12的

强一致性条件.

　　证明 　设 A = ( aij ) n×n为区间数判断矩阵 ,且

对任意 i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,均有 aij = ∩
n

k = 1

( aik a kj ) ,所以

对任意 k = 1 ,2 , ⋯, n ,有 aij Α aik a kj ,即对任意 �aij ∈

[ l ij , uij ] ,存在 �aik ∈[ l ik , uik ]和 �akj ∈[ lkj u kj ] ,使得

�aij = �aik �a kj ( k = 1 ,2 , ⋯, n) . 根据定义 1 , �A =

(�aij ) n×n 具有一致性.

　　反之 ,若对任意的实数�aij ∈[ l ij , uij ] ,均存在一
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致性数字判断矩阵 �A = ( �akl ) n×n ( �akl ∈[ lkl , ukl ]) ,其

中当 k = i , l = j时�a kl = �aij .即对任意的实数 �aij ∈

[ l ij , uij ] ,存在 �aik ∈[ l ik , uik ]和 �akj ∈[ lkj , ukj ] ,使得

�aij = �aik �a kj ( k = 1 ,2 , ⋯, n) ,所以 aij Α∩
n

k = 1

( aik a kj ) ;

又因为当 k = i时 , aik a kj = aij ,所以 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) Α

aij ,故 aij = ∩
n

k = 1

( aik a kj ) . □

　　定理 2　设 A = ( aij ) n×n为区间数判断矩阵 ,若

A 具有完全一致性 ,则其具有强一致性.

　　证明 　设 A = ( aij ) n×n为区间数判断矩阵 ,要

证明 A具有强一致性 ,只需证明对任意的 �aij ∈[ l ij ,

uij ] ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n) ,存在 �aik ∈[ l ik , uik ]和 �akj ∈

[ lkj , ukj ] ,使得 �aij = �aik �a kj ( k = 1 ,2 , ⋯, n) .由定义 3

中条件 2) 知 ,当 i = j时显然成立.下面只需证明 i

< j的情况 ,因为当 j < i时可以类似地证明.当 i <

j时 ,又分为 3种情况 :

　　1) i ≤k ≤ j ,由于对任意的 i = 1 ,2 , ⋯, n , aii

= 1 ,以及定义 11知 ,当 i ≤k ≤j时 , aij = aik a kj ,所

以对任意的 �aij ∈[ l ij , uij ] ,存在 �aik ∈[ l ik , uik ]和 �akj

∈[ lkj , ukj ] ,使得 �aij = �aik �a kj .

　　2) k < i < j ,由定义 11知 , akj = aki a ij ,即对任

意的�aij ∈[ l ij , uij ] ,存在�akj ∈[ lkj , ukj ]和�aki ∈[ lki ,

uki ] ,使得 �akj = �akj �a ij .由定义 3中式 2) 知 ,存在 �aik

∈[ l ik , uik ] ,使得 �aki = 1/ �aik ,所以 �aij = �aik �a kj .

　　3) i < j < k ,类似 2) 可以证明 ,不再赘述.

　　综上 3种情况 ,当 i < j时 ,对任意的 k = 1 ,2 ,

⋯, n ,存在 �aik ∈[ l ik , uik ]和 �akj ∈[ lkj , ukj ] ,使得 �aij

= �aik �a ij . □

　　定理2研究了定义 11与定义12的关系 ,得出若

一个区间数判断矩阵具有完全一致性 ,那么其一定

具有强一致性.

　　推论 1　区间数判断矩阵具有强一致性当且仅

当对任意的 i < j , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) =

aij .

　　证明 　由定义 8 ,定义 12及定理 1知 ,区间数

判断矩阵具有强一致性的充要条件是对任意的 i , j

= 1 ,2 , ⋯, n ,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) = aij .所以只需证明若

对任意的 i < j , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) =

aij ,则对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) = aij .

　　若 i > j ,由于区间数判断矩阵具有互反性 ,即

对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,有 l ij ·uji = 1 ,所以

∩
n

k = 1

( aik a kj ) = ∩
n

k = 1

( [ l ik , uik ] ×[ lkj , ukj ]) = ⋯ =

1/ (∩
n

k = 1

( ajk ·aki ) ) = 1/ aji = aij .

　　若 i = j ,有

∩
n

k = 1

( aik a ki ) =

{ 1} ∩(∩
k≠i

( [ l ik , uik ] ×[1/ uik ,1/ l ik ]) ) =

{ 1} = aii . □

　　定义 13　称区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n具有

一致性 ,若存在数字判断矩阵 �A = ( �aij ) n×n ( �aij ∈

[ l ij , uij ]) 具有一致性.

　　若专家给出的区间数判断矩阵具有一致性 ,表

明专家给出的偏好含有一致性信息 ,根据此偏好信

息可以得到比较合理的排序 ;若不具有一致性 ,说明

专家给出的偏好信息不合理 ,有条件最好进行修正.

从这个意义看 ,定义 13 是合理的.下面将证明此处

对区间数判断矩阵一致性的定义等同于定义 10 ;在

文献[3 , 9 , 10 ]中此定义被定义为局部一致.

　　定理 3　设 A = ( aij ) n×n为区间数判断矩阵 ,存

在数字判断矩阵 �A = ( �aij ) n×n ( �aij ∈[ l ij , uij ]) 具有

一致性的充要条件是 S w非空.

　　证明 　若存在数字判断矩阵 �A = ( �aij ) n×n ( �aij

∈[ l ij , uij ]) 具有一致性 ,则存在向量 w = ( w1 , w2 ,

⋯, w n) T 使得 �aij = w i / w j ,显然 S w 非空.若 S w 非

空 ,不妨设向量 w = ( w1 , w2 , ⋯, w n) T是 S w中的元

素 ,令 �aij = w i / w j ,根据定义 1及 S w的定义 ,知 �A =

(�aij ) n×n 具有一致性且 �a ij ∈[ l ij , uij ]. □

　　引理 1[11 ] 　区间数判断矩阵具有一致性当且

仅当下面不等式成立 :

max
k

( l ik l kj ) ≤min
k

( uik u kj ) ,

Πi , j , k = 1 ,2 , ⋯, n. (1)

　　由引理 1可知 ,只需进行简单的代数运算就可

判别一个区间数判断矩阵是否具有一致性 ,事实上

由于区间数判断矩阵具有互反性 ,即对任意的 i , j

= 1 ,2 , ⋯, n ,有 l ij ·uji = 1 ,所以

max
k

( l ik l kj ) ≤min
k

( uik u kj ) Ζ

max
k

(1/ ( uki u jk ) ) ≤min
k

(1/ ( lki l jk ) ) Ζ

max
k

( l jk l ki ) ≤max
k

( ujk u ki ) .

　　只需对矩阵的上三角 (或下三角) 的元素进行

验证就可以判别一个区间数判断矩阵是否具有一致

性.

　　定理 4　设 A = ( aij ) n×n为区间数判断矩阵 ,存

在数字判断矩阵 �A = ( �aij ) n×n ( �aij ∈[ l ij , uij ]) 具有
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一致性的充要条件是对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯n ,有

∩
n

k = 1

( aik a kj ) ≠Φ.

　　证明 　对于区间数判断矩阵 A = ( aij ) n×n ,若

存在数字判断矩阵 �A = (�aij ) n×n (�aij ∈[ l ij , uij ]) 具

有一致性 ,根据定义 1 ,对任意的 i , j , k = 1 ,2 , ⋯, n ,

都有 �aij = �aik �a kj ∈aik a kj ,所以对任意的 i , j = 1 ,2 ,

⋯, n ,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) ≠Φ.

　　若对任意的 i , j = 1 ,2 , ⋯n ,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) ≠

Φ,不妨令 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) = [ b-
ij , b+

ij ] = bij .显然有

max
k

( l ik l kj ) ≤b-
ij ≤b+

ij ≤min
k

( uik u kj ) .

　　根据引理 1知区间数判断矩阵 A 具有一致性 ,

由定义 10知 S w非空 ,又由定理3知存在数字判断矩

阵 �A = ( �aij ) n×n ( �aij ∈[ l ij , uij ]) 具有一致性. □

　　由定理 4可以得出 ,对于区间数判断矩阵 A ,若

有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) ≠Φ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n) ,则 A 具有一

致性 ,在文献[8 ]中被定义为局部一致性.

　　推论 2　区间数判断矩阵具有一致性当且仅当

对任意的 i < j , i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,有 ∩
n

k = 1

( aik a kj ) ≠

Φ.

　　证明方法类似于推论 1 ,这里不再赘述.

　　另外 ,当区间数判断矩阵不具有一致性时 ,可

由文献[10 ,13 ]中的定义判别其是否具有满意一致

性.

　　定义14[10 ,13 ] 　称 A = ( aij ) n×n为满意一致性区

间数判断矩阵 ,若存在数字判断矩阵 �A = (�aij ) n×n具

有一致性 (其中 �aij ∈[ (1 - δij ) l ij , (1 +δij ) uij ]) .

　　δij 为判断 a ij 的决策容许偏差 ,令δ = max
i , j
δij ,

一般取δ= 0 . 1 RI(RI为判断矩阵的平均随机一致

性指标) .

4　算例分析
　　算例 1　假设 3个方案的决策问题有区间数判

断矩阵

A =

1 [1 ,3 ] [1 ,6 ]

[1/ 3 ,1 ] 1 [1 ,2 ]

[1/ 6 ,1 ] [1/ 2 ,1 ] 1

.

　　由于[1 ,3 ]×[1 ,2 ] = [1 ,6 ] ,根据定义11 , A具

有完全一致性 ,下面利用推论 1证明 A 具有强一致

性.

∩
　3

　k = 1

a1 k a k2 =

[1 ,3 ] ∩[1 ,3 ] ∩[1/ 2 ,6 ] = [1 ,3 ] = a12 ,

∩
　3

　k = 1
a1 k a k3 =

[1 ,6 ] ∩[1 ,6 ] ∩[1 ,6 ] = [1 ,6 ] = a13 ,

∩
　3

　k = 1
a2 k a k3 =

[1/ 3 ,6 ] ∩[1 ,2 ] ∩[1 ,2 ] = [1 ,2 ] = a23 ;

B =

1 [2 ,5 ] [2 ,4 ] [1 ,3 ]

[1/ 5 ,1/ 2 ] 1 [1 ,3 ] [1 ,2 ]

[1/ 4 ,1/ 2 ] [1/ 3 ,1 ] 1 [1/ 2 ,1 ]

[1/ 3 ,1 ] [1/ 2 ,1 ] [1 ,2 ] 1

.

　　算例 2　考虑如上区间数判断矩阵 B ,文献

[11 ]应用引理 1的方法证明了其具有一致性 ,下面

用推论 2进行验证.

∩
4

k = 1

a1 k a k2 =

[2 ,5 ] ∩[2 ,5 ] ∩[2/ 3 ,4 ] ∩[1/ 2 ,3 ] = [2 ,3 ] ,

∩
4

k = 1
a1 k a k3 =

[2 ,4 ] ∩[2 ,15 ] ∩[2 ,4 ] ∩[1 ,6 ] = [2 ,4 ] ,

∩
4

k = 1
a1 k a k4 =

[1 ,3 ] ∩[2 ,10 ] ∩[1 ,4 ] ∩[1 ,3 ] = [2 ,3 ] ,

∩
4

k = 1
a2 k a k3 =

[2/ 5 ,2 ] ∩[1 ,3 ] ∩[1 ,3 ] ∩[1 ,4 ] = [1 ,2 ] ,

∩
4

k = 1
a2 k a k4 =

[1/ 5 ,3/ 2 ] ∩[1 ,2 ] ∩[1/ 2 ,3 ] ∩

[1 ,2 ] = [1 ,3/ 2 ] ,

∩
4

k = 1
a3 k a k4 =

[1/ 4 ,3/ 2 ] ∩[1/ 3 ,2 ] ∩[1/ 2 ,1 ] ∩

[1/ 2 ,1 ] = [1/ 2 ,1 ].

　　对任意的 i < j , i , j = 1 ,2 ,3 ,4 ,有 ∩
4

k = 1

( aik a kj )

≠Φ,由推论 2知区间数判断矩阵 B具有一致性 ,但

其计算过程较文献[11 ]简单.

5　结 　　语
　　本文在对现有文献关于区间数判断矩阵的一致

性相关定义中存在的问题进行分析后 ,提出了合理

的区间数判断矩阵一致性的相关定义 ,统一了现有

文献对区间数判断矩阵一致性的定义 ,并且讨论了

它们之间的关系.若专家给出的偏好信息满足强一

致性 ,说明专家给出的所有信息都具有一致性 ,都是

合理信息 ,但其性质还有待于进一步研究 ;若专家给
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出的偏好信息满足一致性 ,说明此信息含有一致性

信息 ,可以根据此信息求解出合理的排序向量 ;若专

家给出的信息不满足一致性 ,如果可能的话最好对

偏好信息进行改进 ,否则若满足满意一致性 ,也可根

据此信息得出满意的排序向量.有关区间数判断矩

阵一致性的相关定义完全可以类推到区间数互补判

断矩阵.对区间数判断矩阵一致性定义的讨论 ,为不

确定层次分析法的研究提供了更加合理的理论依

据.
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