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基于 Riccati方程的自校正解耦融合 Kalman滤波器

孙小君 , 张　鹏 , 邓自立
(黑龙江大学 电子工程学院 , 哈尔滨 150080)

摘　要 : 对于带未知噪声方差的多传感器系统 ,用相关方法给出了噪声方差的在线估值器 ,进而基于 Riccati方程和

按分量标量加权最优融合规则 ,提出了自校正分量解耦信息融合 Kalman滤波器.用动态误差系统分析方法证明了

自校正融合 Kalman滤波器按实现收敛于最优融合 Kalman滤波器 ,因而具有渐近最优性.一个 3传感器跟踪系统的

仿真例子说明了其有效性.
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Abstract : For the multisensor systems with unknown noise variances , an on2line noise variance estimator is presented

by using the correlation method. Based on the Riccati equation and optimal fusion rule weighted by scalars for state

component s , a self2tuning component decoupled information fusion Kalman filter is presented. It is p roved that the

self2tuning fusion Kalman filter converges to the optimal fusion Kalman filter in a realization , so that it has the

asymptotic optimality. A simulation example for a t racking system with 32sensor shows it s effectiveness.
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1　引　　言
　　多传感器信息融合是 20世纪 70年代发展起来

的一门新兴边缘学科 ,目前已成为备受人们关注的

热门领域[1 ] .目前有两种常用的信息融合方法[ 2 ] :一

种方法是状态融合方法 ;另一种方法是观测融合方

法.状态融合方法又分集中式 Kalman 滤波和分布

式 Kalman滤波[3 ] .集中式 Kalman滤波虽然在理论

上可获得全局最优融合状态估计 ,但它的计算负担

大 ,且容错性能差.而分布式 Kalman滤波信息融合

能克服这些缺点 ,但融合估计是次优的.在许多实际

应用中 ,噪声统计通常未知.处理含未知模型参数

和/或噪声统计系统的滤波问题叫自校正滤波[ 4 ] ,自

校正滤波器收敛性问题是一个难题 ,目前没有很好

的解决办法.这给自校正融合器收敛性分析带来困

难.文献[ 4 ] 提出了自校正滤波器收敛性分析的动

态误差系统分析方法 ,其原理是将自校正滤波器收

敛于最优滤波器问题归结为动态误差系统收敛于零

的问题 ,即归结为一个非齐次差分方程的稳定性问

题 (有界输入2有界输出稳定性和无穷小输入2无穷
小输出稳定性) .文献 [ 4 ,5 ]提出的辨识噪声方差的

方法要求在线辨识系统的自回归滑动平均

(A RMA)新息模型.所得到的噪声方差估值器的一

致性依赖于 ARMA 新息模型参数估计的一致性.

文献[ 6 ]给出的一些 ARMA 模型参数估计算法的

一致性要求较强的条件 ,例如 ,递推增广最小二乘法

(REL S)的参数估计是一致的充分条件是正实性条

件.然而这一条件在应用中是无法直接验证和检验

的.目前关于自校正信息融合滤波问题的文献报道

甚少.本文针对这种情形 ,对含未知噪声方差的多传

感器系统 ,首先用解相关函数矩阵方程组的方法获
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得未知噪声方差参数的一致估计 ;进而基于 Riccati

方程和分量标量加权最优融合准则[7 ] ,提出了自校

正按分量标量加权融合 Kalman 滤波器 ,它实现了

分量解耦融合估计[7 ] .文献[ 4 ]在假设观测过程以概

率 1有界条件下 ,证明了局部自校正 Kalman 滤波

器以概率 1 收敛于稳态最优 Kalman 滤波器.但观

测过程以概率 1有界的假设是一个苛刻的条件 ,许

多非平稳观测过程不满足这一假设.为此 ,文献 [ 8 ]

提出了自校正器按实现收敛新概念 ,它比按概率 1

收敛性弱 ,且基于动态误差系统的稳定性证明了自

校正融合 Kalman预报器按实现收敛于相应的最优

融合 Kalman预报器 ,因而具有渐近最优性.

　　本文方法和结果完全不同于文献 [ 8 ,9 ] . 文献

[8 ,9 ]基于 A RMA 新息模型辨识设计自校正融合

Kalman预报器 ,而本文基于 Riccati 方程设计自校

正信息融合 Kalman 滤波器.可直接用相关方法得

到噪声方差一致估计 ,避免了通过 ARMA 新息模

型间接辨识噪声方差 ,克服了证明噪声方差估计一

致性的困难.

2　问题阐述
　　考虑如下多传感器定常 (时不变) 线性离散随

机系统 :

x ( t + 1) =Φx ( t) +Γw ( t) ,

y i ( t) = H i x ( t) + vi ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, L . (1)

其中 : t为离散时间 ,状态 x ( t) ∈Rn ;第 i传感器的观

测 y i ( t) ∈ Rm i ;Φ,Γ, H i 是已知适当维数的常阵 ;

w ( t) 为输入噪声 ; v i ( t) 为观测噪声. 假设 w ( t) ∈

R r , vi ( t) ∈Rm i 是零均值、方差阵各为 Qw , Qvi 的不

相关白噪声 ,且 (Φ, H i ) 为完全可观对 , (Φ,Γ) 为完

全可控对.问题是基于观测 ( y i ( t) , y i ( t - 1) , ⋯) ,求

局部自校正 Kalman滤波器 x̂ i ( t | t) , i = 1 ,2 , ⋯, L ,

及自校正分量解耦融合 Kalman滤波器 x̂0 ( t | t) .

　　自校正局部和分量解耦融合 Kalman滤波器 ,

由当噪声方差已知时的局部稳态 Kalman滤波器和

最优分量解耦融合 Kalman滤波器伴随噪声方差在

线辨识器生成.

　　引理 1[3 ] 　当噪声统计已知时 , 局部稳态

Kalman滤波器为

x̂ i ( t | t) =

Ψf i x̂ i ( t - 1 | t - 1) + Kf i y i ( t) ,

　　　　i = 1 ,2 , ⋯, L ; (2)

Ψf i = [ In - Kf i H i ]Φ, (3)

Kf i =Σii H T
i [ H iΣii H T

i + Qvi ] - 1 . (4)

预报误差方差阵Σii 满足如下稳态 Riccati方程 :

Σii =Φ[Σii - Σii H T
i ( H iΣii H T

i +

Qvi )
- 1 H iΣii ]ΦT +ΓQ wΓT , (5)

局部稳态误差互协方差 Pij 满足 L yap unov方程

Pij = Ψf i P ijΨT
f j +Δij , i , j = 1 ,2 , ⋯, L , (6)

Δij = [ In - Kf i H i ]ΓQ wΓT [ In -

　　Kf j H j ]T + Kf i Q viδij K T
f j ,

其中δii = 1 ,δij = 0 , i ≠ j .

　　引理 2[3 ] 　多传感器系统 (1) ,按分量解耦标量

加权最优融合稳态 Kalman滤波器为

x̂0 j ( t | t) = ∑
L

i = 1
aij x̂ ij ( t | t) ,

i = 1 ,2 , ⋯, L , j = 1 ,2 , ⋯, n; (7)

x̂0 ( t | t) = [ x̂01 ( t | t) , ⋯, x̂0 n ( t | t) ]T ,

x̂ i ( t | t) = [ x̂ i1 ( t | t) , ⋯, x̂ in ( t | t) ]T ,

且最优加权为

[ a1 j , ⋯, aL j ] = eT ( Pjj ) - 1 [ eT ( Pjj ) - 1 e] - 1 . (8)

其中 :eT = [1 , ⋯,1 ] , Pjj 是以 P jj
ki 为第 ( k , i) 元素的

L ×L 矩阵 ,而 Pj j
ki 为 P ki 的第 ( j , j) 对角元素.各分

量最优融合估计误差方差为 P0 j = [ eT ( Pjj ) - 1 e] - 1 ,

且有精度关系 t r P0 j ≤t r Pjj
ii .它实现了状态分量解

耦融合估计 ,即仅具有相同物理意义的分量估值器

x̂ ij ( t | t) 被加权得到分量融合估值器 x̂0 j ( t | t) .它与

其他分量估值器 x̂ ik ( t | t) , i = 1 ,2 , ⋯, L , k ≠ j 无

关.

3　按分量解耦融合自校正 Kalman滤波器
　　当噪声方差未知时 ,用相关方法辨识 Qw 和

Q vi .由式 (1) 有

y i ( t) = H i ( In - q- 1Φ) - 1Γq - 1 w ( t) + v i ( t) , (9)

其中 :q- 1为单位滞后算子 , q- 1 x ( t) = x ( t - 1) , In为

n ×n单位阵.为了降低观测模型阶次 ,引入左素分

解[3 ]

H i ( In - q- 1Φ) - 1Γq - 1 = A - 1
i ( q- 1 ) B i ( q- 1 ) ,

多项式矩阵 A i ( q- 1 ) 和 B i ( q- 1 ) 的形式如下 :

X i ( q- 1 ) = X i0 + X i1 q- 1 + ⋯+ X in xi
q - nxi .

其中 : X in xi
= 0 , i > nx i

, A i0 = Im i
, B i0 = 0 , A - 1 ( q- 1 )

为 A ( q- 1 ) 的逆矩阵 ,于是有

A i ( q- 1 ) y i ( t) = B i ( q- 1 ) w ( t) + A i ( q- 1 ) vi ( t) .

(10)

引入新的观测过程 z i ( t) = A i ( q- 1 ) y i ( t) ,则有

z i ( t) = B i ( q- 1 ) w ( t) + A i ( q- 1 ) v i ( t) ,

i = 1 ,2 , ⋯, L . (11)

因而式 (11) 右边为两个MA过程之和 ,故 z i ( t) 为平

稳随机过程 , 记它的相关函数为 R z i
( k) =

E[ z i ( t) z T
i ( t - k) ]. 显然 R z i

( k) = 0 , k > nz i
. 即

R z i
( k) 有截尾性.计算式 (11) 两边随机过程的相关

函数可得

R z i
( k) = ∑

nbi

j = k

B ij Q w B T
i , j - k + ∑

nai

j = k

A ij Q vi A
T
i , j - k ,
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　　k = 0 ,1⋯, nz i
, nzi ≤max ( na , nb) ,

i = 1 ,2 , ⋯, L . (12)

其中 :A ij , B ij 是已知的 ,且规定 B ij = 0 ( j > nbi ) , A ij

= 0 ( j > nai ) .对固定的 i ,可按矩阵的元素展开矩阵

方程组 (12) ,记 Qw和Q vi 中所有未知元素组成的 n i

×1列向量为θi ,则式 (12) 可写为一个关于θi的线性

方程组

Ωiθi =ωi ,

其中系数阵Ωi是已知的 ,而列向量ωi的每个元素由

一个常数加上 R z i
( k) ( k = 0 ,1 , ⋯, nz i

) 的一个元素

构成.设Ωi 列满秩 , rankΩi = ni ,则它的行秩也为

ni ,所以可以从中选出 ni 个线性无关的方程构成新

的线性方程组

Ωi0θi =ωi0 , i = 1 ,2 , ⋯, L ,

其中Ωi0 是 ni ×ni 的非异方阵 ,于是有

θi =Ω- 1
i0ωi0 . (13)

其中列向量 ωi0 的每个元素是由一个常数加

R z i
( k) ( k = 0 ,1 , ⋯, nz i

) 的一个元素构成 ,定义在时

刻 t处 R z i
( k) 的采样估计为

R̂ t
z i

( k) =
1
t ∑

t

j = 1
z i ( j) z T

i ( j - k) . (14)

它有递推公式

R̂ t
z i

( k) =

R̂ t - 1
z i

( k) +
1
t

[ z i ( t) z T
i ( t - k) - R̂ t- 1

z i
( k) ] ,

t = 2 ,3 , ⋯, k = 0 ,1 , ⋯, nz i
, (15)

且带初值 R̂1
z i

( k) = z i (1) z T
i (1 - k) .由遍历性有[6 ]

R̂ t
z i

( k) →R z i
( k) , t →∞,w. p . 1 . (16)

将式 (14) 代入 (13) 可得θi 在时刻 t 处的估值

θ̂i =Ω- 1
i0 ω̂i0 , (17)

即可得在时刻 t处 Q w 和 Q vi 的估值 Q̂ wi 和 Q̂ vi .定义

Qw 在时刻 t 处的估值为

Q̂w =
1
L ∑

L

i = 1
Q̂wi . (18)

　　注 1　当Ωi非列满秩时 ,线性方程组有无穷多

个解 ,为了得到唯一解 ,必须减少 Qw 和 Q vi 中未知

元素个数.例如通常取它们为对角阵形式 ,且设仅对

角线上的元素未知.

　　定理 1　对于带未知噪声方差多传感器系统

(1) ,噪声方差估值器是一致的 ,即

Q̂w →Qw , Q̂vi →Qvi , t →∞,w. p . 1 . (19)

　　证明 　ωi0 的每个元素是一个常数加上 R z i
( k)

的一个元素 ,由式 (16) 有

ω̂i0 →ωi0 , t →∞,w. p . 1 . (20)

由式 (13) 知 ,θi 的每个元素是ωi0 的元素的连续函

数 ,从而由式 (17) 有

θ̂i →θi , t →∞,w. p . 1 , (21)

即 Q̂wi →Qwi , Q̂vi →Qvi ,进而由式 (18) 有 Q̂w →Qw ,

w. p . 1.

　　自校正解耦融合 Kalman滤波器由如下 3步组

成 :

　　Step1 : 在线辨识未知噪声方差 ,得到在时刻 t

处的估值 Q̂ w 和 Q̂ vi .

　　Step2 : 将 Q̂w和 Q̂ vi 代入式 (2) ～ (6) ,第 i传感

器子系统有局部自校正 Kalman滤波器为

x̂ s
i ( t | t) =

Ψ̂f i x̂ s
i ( t - 1 | t - 1) + K̂ f i y i ( t) ,

　　　　　i = 1 ,2 , ⋯, L ; (22)

Ψ̂f i = [ In - K̂ f i H i ]Φ; (23)

K̂ f i = Σ̂ii H T
i [ H iΣ̂ii H T

i + Q̂vi ] - 1 . (24)

其中估值Σ̂ii 满足 Riccati方程

Σ̂ii =Φ[Σ̂ii - Σ̂ii H T
i ( H iΣ̂ii H T

i +

Q̂vi )
- 1 H iΣ̂ii ]ΦT +Γ̂Q viΓT . (25)

　　Step3 : 由式 (7) 和 (8) ,自校正按分量解耦标量

加权融合 Kalman滤波器为

x̂ s
0 j ( t | t) = ∑

L

i = 1
âij x̂ s

ij ( t | t) , j = 1 ,2 , ⋯, n ,

(26)

x̂ s
i ( t | t) = [ x̂ s

i1 ( t | t) , ⋯, x̂ s
in ( t | t) ]T , (27)

[ â1 j , ⋯, âL j ] = eT ( P̂ii ) - 1 [ eT ( P̂ii ) - 1 e] - 1 . (28)

其中 P̂ij 满足 L yap unov方程

P̂ij = Ψ̂f i P̂ ijΨ̂ f j +Δ̂ij , (29)

Δ̂ij = [ In - K̂ f i H i ]Γ̂Q wΓT [ In -

　　K̂ f j H j ]T + K̂ f i Q̂ viδij K̂ T
f j ,

且 P̂ j j 是以 P̂ j j
ki 为第 ( k , i) 元素的 L ×L 矩阵 ,而 P̂ j j

ki

是 P̂ki 的第 ( j , j) 对角元素.

　　上述 3步在每时刻 t处重复进行.

　　注 2　在式 (22) 中估值 K̂ f i 和Ψ̂ f i 在每时刻都

更新 ,但不必在每时刻 t 计算估值Σ̂ii 和 P̂ ii ,因为计

算Σ̂ij 和 P̂ ij 要用迭代法解 Riccati 方程式 (25) 和

L yap unov方程式 (29) ,具有一定的计算负担.可以

选择关于Σ̂ii 和 P̂ ij 的一个固定的计算周期 T d ,即死

区 ,在一个周期 T d内估值Σ̂ii 和 P̂ ij ,保持不变 ,仅在

时刻 t = T d ,2 T d , ⋯处计算Σ̂ii和 P̂ ij ,这样可以减小

在线计算负担.

　　已知观测数据 y i ( t) 可看成观测随机过程 y i ( t)

的一个实现 (采样函数) ,相应的可得局部滤波器

x̂ i ( t | t) 和 x̂ s
i ( t | t) 的一个实现 ,且由所有观测数据

y i ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, L ,可得融合滤波器 x̂0 ( t | t) 和

x̂ s
0 ( t | t) 的一个实现.

　　定义 1[9 ] 　若对一个实现有[ x̂ s
0 ( t | t) - x̂0 ( t |
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t) ] →0 , t →∞,则称自校正融合滤波器 x̂ s
0 ( t | t) 按

实现收敛于最优融合滤波器 x̂0 ( t | t) ,记为

[ x̂ s
0 ( t | t) - x̂0 ( t | t) ] →0 , t →∞,i . a. r ,

(30)

其中符号“i . a. r”是英文“in a realization”的缩写 ,

表示“按一个实现”的收敛性.

　　引理 3[4 ,9 ] (有界输入 2有界输出稳定性) 　考

虑动态系统

δ( t) = Ψ( t)δ( t - 1) + u( t) .

其中 : t ≥0 ,输出δ( t) ∈Rn ,输入 u( t) ∈Rn ,设当 t

→∞时 ,Ψ( t) →Ψ,且Ψ是 n ×n稳定矩阵 ,且设

u( t) 有界 ,则δ( t) 是有界的.

　　引理 4[4 ,9 ] (无穷小输入 2 无穷小输出稳定
性) 　考虑动态系统

δ( t) = Ψδ( t - 1) + u( t) .

其中 :δ( t) ∈Rn , u ( t) ∈Rn ,设Ψ是 n ×n稳定矩阵 ,

且设当 t →∞时 , u ( t) →0 ,则有δ( t) →0 , t →∞.

　　定理 2　对带未知噪声方差的多传感器系统式

(1) ,若各传感器观测数据是有界的 ,则自校正分量

解耦信息融合 Kalman滤波器 x̂ s
0 j ( t | t) (26) 按实现

收敛于最优信息融合 Kalman滤波器 x̂0 j ( t | t) (7) ,

即式 (30) 成立.

　　证明 　由式 (5) 及隐函数存在定理[10 ] ,在一个

充分小的邻域内 ,Σii 的元素是Q w 和Q vi 的元素的连

续函数 ,记为

Σii = f i ( Qw , Qvi ) . (31)

其中 : f i 为 n ×n矩阵连续函数 ,即它的每个元素均

为 Qw 和 Q vi 的元素的连续函数 ,且有关系

Σ̂ii = f i ( Q̂w , Q̂vi ) . (32)

由式 (19) 及统计推断原理 ,具有概率 1的事件在一

次实验中应推断为必然发生事件 ,故由以概率 1 收

敛引出按实现收敛

Q̂w →Q̂w , Q̂vi →Qvi , t →∞,i . a. r . (33)

由式 (31) ～ (33) 和 f i 的连续性引出

Σ̂ii →Σii , t →∞,i . a . r . (34)

由式 (3) , (4) , (23) 和 (24) 引出

K̂ f i → Kf i ,Ψ̂f i →Ψf i , t →∞,i . a. r . (35)

由式 (29) 及隐函数存在定理 ,在一个充分小的邻域

内 , Pij 的元素是 Q w , Qvi ,Σii 和Σjj 的元素的连续函

数 ,利用式 (34) 及 (35) ,同理有

P̂ij → Pij , t →∞,i . a. r . (36)

注意式 (22) ,由式 (35) 引出 K̂ f i 有界 ,故由 y i ( t) 的

有界性假设引出 K̂ f i y i ( t) 有界.利用式 (35) 及Ψf i

是稳定矩阵 ,对式 (22) 应用引理3引出 x̂ s
i ( t | t) 是有

界的.置Ψ̂f i = Ψf i +ΔΨ̂f i , K̂ f i = Kf i +Δ K̂ f i ,由式

(35) 有

ΔΨ̂f i →0 ,Δ K̂ f i →0 , t →∞,i . a . r . (37)

记δi ( t) = x̂ s
i ( t | t) - x̂ i ( t | t) ,用式 (22) 减去式 (2)

可得动态误差系统

　δi ( t) = Ψf iδi ( t - 1) + ui ( t) ,

　ui ( t) =ΔΨ̂f i x̂ s
i ( t - 1 | t - 1) +Δ K̂ f i y i ( t) . (38)

应用 y i ( t) 和 x̂ s
i ( t | t) 的有界性及式 (37) ,有 ui ( t) →

0 , t →∞,i . a. r ,对式 (38) 应用引理 4 ,注意Ψf i 为稳

定矩阵 ,故有δi ( t) →0 , t →∞,i . a. r ,即

[ x̂ s
i ( t | t) - x̂ i ( t | t) ] →0 , t →∞,i . a . r . (39)

成立.这证明了局部自校正 Kalman 滤波器的收敛

性.在式 (26) 中记 âij = aij +Δâij ,由式 (28) 和 (36)

引出Δâij →0 ,由式 (26) 减去式 (7) 引出

x̂ s
0 j ( t | t) - x̂0 j ( t | t) =

∑
L

i = 1
aij [ x̂ s

ij ( t | t) - x̂ ij ( t | t) ] + ∑
L

i = 1

Δâij x̂ s
ij ( t | t) .

利用式 (39) 及Δâij →0 ,并应用 x̂ s
i ( t | t) 的有界性引

出 [ x̂ s
0 j ( t | t) - x̂0 j ( t | t) ] →0 , t →∞,i . a. r , j = 1 ,

2 , ⋯, n.即式 (30) 成立. □

　　注意 ,按实现收敛具有重要理论和应用意义.

在理论上按实现收敛比按概率 1收敛弱.若以概率 1

收敛性成立 ,则由统计推断原理 ,可引出按实现收敛

性成立.但反之不一定 ,只有除了零概率实现集外 ,

对于每个实现 ,按实现收敛性成立 ,才能引出以概率

1收敛.证明按实现收敛只要求较弱的条件 ,即假设

观测数据 (观测过程的一个实现) 是有界的.在应用

中这一条件总是成立的.但证明按概率 1 收敛要求

假设观测过程以概率 1 有界.对非平稳观测过程而

言 ,理论上这一假设是不能被满足的.在应用上 ,人

们常常仅知道观测过程的一个实现 ,例如水文、气

象、天文等观测数据 ,因此人们感兴趣的是按已知实

现的收敛性.

4　仿真例子
　　考虑 3传感器目标跟踪系统 (1) ,其中

Φ =

1 T0 0 . 5 T2
0

0 1 T0

0 1 1

,Γ =

0

0

1

,

H = [1　0　0 ] , x ( t) = [ x1 ( t) 　x2 ( t) 　x3 ( t) ]T ,

T0 为采样周期 , x1 ( t) , x2 ( t) 和 x3 ( t) 分别为目标在

时刻 t T 0 目标位置、速度和加速度 , w ( t) , v i ( t) 是零

均值、方差分别为 Qw =σ2w , Qvi =σ2vi 的相互独立的

白噪声 ,σ2w 和σ2
vi未知.问题是求自校正和最优解耦

融合 Kalman滤波器 x̂ s
0 j ( t | t) 和 x̂0 j ( t | t) .仿真取 T0

= 1 . 5 ,σ2w = 0 . 64 ,σ2v1 = 0 . 1 ,σ2v2 = 0 . 2 ,σ2v3 = 0 . 3 .仿

真结果如图 1和图 2 所示.噪声方差估值收敛性如

图 1所示 ,其中直线代表真实值 ,曲线代表估值 ,可

看到参数估计是一致的.自校正与最优融合误差曲
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线如图 2所示 ,可看到自校正融合滤波器按实现收

敛于最优融合滤波器.

　　由于本文方法噪声方差阵收敛速度较慢 ,在工

程应用中可先离线运行 ,待自校正融合滤波的精度

较高时 ,再切换到实时应用阶段.

图 1　噪声方差估值器σ̂vi ,σ̂2
w的收敛性

(a) 　位置融合误差曲线

(b) 　速度融合误差曲线

(c) 　加速度融合误差曲线

图 2　自校正与最优融合 Kalman滤波器之间的误差

5　结 　　语
　　本文对带未知噪声方差的多传感器系统 ,用相

关方法提出了噪声方差的在线估值器 ,避免了辨识

ARMA新息模型 ,且可保证噪声方差估值器的一致

性.基于按分量标量加权最优融合准则 ,提出了基于

Riccati方程的自校正分量解耦融合 Kalman 滤波

器.用动态误差系统分析方法证明了自校正融合

Kalman滤波器按实现收敛于最优融合 Kalman 滤

波器 ,因而具有渐近最优性.
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求得的模拟预测值也保持相应的仿射变换量.特殊

地 ,令平移量为零时 ,对序列作数乘ρ倍变换 ,变换

后所得的模型拟合值和预测值也相应变化ρ倍. 另

外 ,不管仿射变换量的多少 ,对数据模拟预测值的相

对误差都无影响.因此 ,在建立离散灰色模型或离散

灰色最优化模型的过程中 ,可根据计算量的大小、数

据的实际意义等因素 ,预先对数据序列作仿射变换 ,

缩小数据的量级 ,简化建模过程 ,而不会改变模型的

模拟和预测效果.
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