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离散灰色模型的仿射特性研究

谢乃明 , 刘思峰
(南京航空航天大学 经济与管理学院 , 南京 210016)

摘　要 : 对离散灰色模型进行了重新定义并给出了参数求解式 ,建立了离散最优化灰色模型.通过对这两个模型进

行仿射特性研究 ,分析了仿射变换导致的模型参数变化特征 ,以及仿射变换对模型模拟和预测值的影响.研究结果表

明 ,通过仿射变换 ,可以缩小数据的量级 ,简化建模过程 ,而不会改变模型的模拟和预测效果.
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Abstract : A discrete grey model is redefined , and it s parameters expression is given. Then the discrete grey optimize

model is const ructed. The properties of parameters caused by the affine t ransformations are analysed , so is the

infection that affine t ransformations caused to simulative and predicative result s. Study result s show that the data level

can be reduced , the course of const ructing model can be simplified , but the simulative and predicative result s do not

change.
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1　引　　言
　　在灰色系统建模过程中 ,为了取得较好的模拟

和预测效果 ,常常需要对系统行为特征数据进行数

据变换和处理.通过算子作用 ,使之化为数量级大体

相当的无量纲数据 ,并将负相关因素转换为正相关

因素 ,使其具有可比性[ 124 ] .近年来的研究表明 ,原始

数据的数据变换也是提高灰色模型模拟与预测精度

的重要手段[528 ] ,国内外众多学者对此做了深入研

究 ,取得了一些结果[9213 ] .目前 ,常用的处理算子有

初值化算子、均值化算子、归一化算子和区间值化算

子等.实际上 ,这些通过算子的线性运算是对原始序

列数据进行数乘变换或平移变换得到的结果 ,这些

变换对灰色系统模型的参数和预测值有何具体影

响 ? 变换前后模型的相互关系怎样 ? 都是理论上值

得探讨的问题.对于传统的单变量和多变量灰色预

测模型 ,肖新平教授已经作了初步讨论[14 ] .而对于

离散形式的灰色模型 ,由于提出时间尚短 ,目前还没

有相关研究结果.谢乃明等已经证明了离散形式的

灰色模型比经典的 GM (1 ,1)模型更加符合灰色系

统累加生成的建模原理 ,取得不弱于经典灰色模型

的模拟和预测效果[ 15 ] ,因此对离散灰色模型进行参

数特性的研究具有重要的意义.本文重点研究离散

灰色模型和离散优化灰色模型 ,讨论模型的参数随

原始数据序列作仿射变换的性质.

2　模型的定义
　　定义 1　设 X

(0) 为原始数据序列 , X
(1)

=

A GO X
(0)

,即

X
(0)

= ( x
(0) (1) , x

(0) (2) , ⋯, x
(0) ( n) ) ,

x
(1) ( k) = ∑

k

m = 1
x

(0) ( m) ,

X
(1)

= ( x
(1) (1) , x

(1) (2) , ⋯, x
(1) ( n) ) ,

称

x
(1) ( k + 1) =β1 x

(1) ( k) +β2

为离散灰色模型 (D GM) .
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　　1) 称 (β1 ,β2 ) 为 D GM模型的一级参数包 ,记为

P1 ,则 P1 可以表示为向量

P1 =
β1

β2
, P1 = (β1 ,β2 ) T .

　　2) 称 (β1 ,β2 ) 的构成成分为 D GM模型中间参

数 ,中间参数全体为模型的二级参数包 ,记为 PⅡ.

　　3) 称D GM模型二级参数包构成成分为基本参

数 ,基本参数全体称为模型三级参数包 ,记为 PⅢ.

　　命题 1　D GM模型一级参数包在最小二乘准

则下有矩阵算式

P1 =
β1

β2
= ( B T B) - 1 B T Y .

其中

Y =

x
(1) (2)

x
(1) (3)

…

x
(1) ( n)

, B =

x
(1) (1) 1

x
(1) (2) 1

… …

x
(1) ( n - 1) 1

.

　　命题 2　令

C = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k) , D = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k + 1) ,

E = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k) x
(1) ( k + 1) ,

F = ∑
n- 1

k = 1

( x
(1) ( k) ) 2 , N = n - 1 ,

则有

( B T B) - 1 =
1

N F - C2

N - C

- C F
, B T Y =

E

D
.

　　命题 3　D GM模型的参数包有 :

　　1) 一级参数包 P1 为

P1 = (β1 ,β2 ) ;

β1 =
N E - CD
N F - C2 ,β2 =

D F - CE
N F - C2 .

　　2) 二级参数包为

PⅡ = ( C , D , E , F , N) ;

C = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k) , D = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k + 1) ,

E = ∑
n- 1

k = 1

x
(1) ( k) x

(1) ( k + 1) ,

F = ∑
n- 1

k = 1

( x
(1) ( k) ) 2 , N = n - 1 .

　　3) 三级参数包为

PⅢ = ( x
(0) ( k) , x

(1) ( k) ) .

　　命题 4　D GM模型的递推函数表达式为

x̂
(1) ( k + 1) =βk

1 x
(1) (1) +

1 - βk
1

1 - β1
β2 ,

k = 1 ,2 , ⋯, n - 1 .

　　从 D GM模型的递推函数表达式中可以看出 ,

序列的模拟值 x̂
(1) ( k + 1) 依赖于参数β1 ,β2 和

x
(1) (1) 的取值.参数β1和β2根据最小二乘准则求解

得到 ,而在最小二乘准则下序列的拟合曲线不一定

通过序列初值 x
(1) (1) 点.因此离散灰色模型与实际

拟合曲线存在差异 ,可通过建立离散灰色最优化模

型来消除.

　　定义 2　对于原始数据序列 X
(0)

, X
(1)

=

A GOX(0)
,称

x̂
(1) ( k + 1) =β1 x̂

(1) ( k) +β2 ,

x̂
(1) (1) = x

(1) (1) +β3 ,

为离散灰色最优化模型 (D GOM) .

　　D GOM模型中的参数β1和β2的求解与D GM模

型一样 ,对于β3 的求解可采用类似最小二乘原则的

方法 ,建立一个无约束优化模型 ,求解 x̂
(1) ( k) 和

x
(1) ( k) 误差平方和最小 ,也就是求解优化问题

min
β3
∑

n

k = 1

[ x̂
(1) ( k) - x

(1) ( k) ]2 ,

可解得

β3 =
∑
n- 1

k = 1

[ x
(1) ( k + 1) - βk

1 x
(1) (1) -

1 - βk
1

1 - β1
β2 ]βk

1

1 + ∑
n- 1

k = 1

(βk
1 ) 2

.

　　命题 5　D GOM模型的递推函数表达式为

x̂
(1) ( k + 1) =βk

1 x̂
(1) (1) +

1 - βk
1

1 - β1
β2 ,

k = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ,

其中 x̂
(1) (1) = x

(1) (1) +β3 .

3　模型的参数特征
　　定义 3　对于序列数据 y k ( k = 1 ,2 , ⋯, n) ,变

换 x k =ρy k + a , k = 1 ,2 , ⋯, n(其中 , a ,ρ为常数) 称

为仿射变换 ,其中ρ, a分别被称为数乘量和平移量.

　　下面讨论仿射变换对离散灰色模型参数值和

模拟预测值的影响.设 Y
(0) 为原始序列 , X

(0) 为数乘

变换序列 , Y
(1) 和 X

(1) 为累加生成序列 ,且

x
(1) ( k) =ρy (1) ( k) + a , k = 1 ,2 , ⋯, n.

　　记�β1和�β2分别为原始序列 Y
(0) 的D GM模型的

参数 ,β1 和β2 是数乘变换序列 X
(0) 对应的参数 ,其

他参数类似定义.

　　定理 1　二级参数包

PⅡ = ( C , D , E , F , N) ;

C =ρ�C + �N a , D =ρ�D + �N a ,

E =ρ2 �E +ρa�C +ρa �D + �N a2 ,

F =ρ2 �F + 2ρa�C + �N a2 , N = �N .

　　证明 N = n - 1 = �N ,

　C = ∑
n- 1

k = 1

x
(1) ( k) = ∑

n- 1

k = 1

(ρy (1) ( k) + a) =

102
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　ρ∑
n- 1

k = 1
y

(1) ( k) + ( n - 1) a =ρ�C + �N a ,

　D = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k + 1) = ∑
n- 1

k = 1

(ρy (1) ( k + 1) + a) =

　ρ∑
n- 1

k = 1
y

(1) ( k + 1) + ( n - 1) a =ρ�D + �N a ,

　E = ∑
n- 1

k = 1
x

(1) ( k) x
(1) ( k + 1) =

　∑
n- 1

k = 1

(ρy (1) ( k) + a) (ρy (1) ( k + 1) + a) =

　ρ2 ∑
n- 1

k = 1
y

(1) ( k) y
(1) ( k + 1) +ρa∑

n- 1

k = 1
y

(1) ( k) +

　ρa∑
n- 1

k = 1
y

(1) ( k + 1) + ( n - 1) a2 =

　ρ2 �E +ρa�C +ρa �D + �N a2 ,

　F = ∑
n- 1

k = 1

( x
(1) ( k) ) 2 = ∑

n- 1

k = 1

(ρy (1) ( k) + a) 2 =

　ρ2 ∑
n- 1

k = 1

( y
(1) ( k) ) 2 + 2ρa∑

n- 1

k = 1
y

(1) ( k) + �N a2 =

　ρ2 �F + 2ρa�C + �N a2 . □

　　定理 2　β1 = �β1 ,β2 =ρ�β2 + a(1 - �β1 ) .

　　证明

β1 =
N E - CD
N F - C2 =

�N (ρ2 �E +ρa�C +ρa �D + �N a2 ) -
�N (ρ2 �F + 2ρa�C + �N a2 ) -

→

←
(ρ�C + �N a) (ρ�D + �N a)

(ρ�C + �N a) 2 =

�Nρ2 �E - ρ2 �C�D
�Nρ2 �F - ρ2 �C2 =

�N �E - �C�D
�N �F - �C2 = �β1 ,

β2 =
D F - CE
N F - C2 =

(ρ�D + �N a) (ρ2 �F + 2ρa�C + �N a2 ) -
�N (ρ2 �F + 2ρa�C + �N a2 ) -

→

← (ρ�C + �N a) (ρ2 �E +ρa�C +ρa �D + �N a2

(ρ�C + �N a) 2 )
=

ρ�D �F - �C�E
�N �F - �C2 + a(1 -

�N �E - �C�D
�N �F - �C2 ) =

ρ�β2 + a(1 - �β1 ) . □

　　定理 3　设 x̂
(0) ( k) , ŷ

(0) ( k) 分别为序列 X
(0)

,

Y
(0) 的 D GM模型模拟值 (预测值) ,则

x̂
(1) ( k) =ρ̂y (1) ( k) + a ,

x̂
(0) ( k) =ρ̂y (0) ( k) .

　　证明 　由命题 4可知

x̂ ( k + 1) =βk
1 x

(1) (1) +
1 - βk

1

1 - β1
β2 =

�βk
1 (ρy (1) (1) + a) +

1 - �βk
1

1 - �β1
[ρ�β2 + a(1 - β1 ) ] =

ρ̂y (1) ( k + 1) + a , k = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ,

x̂
(0) ( k) = x̂

(1) ( k) - x̂
(1) ( k - 1) =

ρ̂y (1) ( k) + a - (ρ̂y (1) ( k - 1) + a) =ρ̂y (0) ( k) . □

　　定理 4　β3 =ρ�β3 .

　　证明

β3 =

∑
n- 1

k = 1
[ x

(1) ( k + 1) - βk
1 x

(1) (1) -
1 - βk

1

1 - β1
β2 ]βk

1

1 + ∑
n- 1

k = 1

(βk
1 ) 2

=

∑
n- 1

k = 1
[ρy

(1) ( k + 1) + a - �βk
1 (ρy (1) (1) + a) -

1 +
→

←

1 - �βk
1

1 - �β1
(ρ�β2 + a - a�β1 ) ]�βk

1

∑
n- 1

k = 1

(�βk
1 ) 2

=ρ�β3 . □

　　定理 5　设 x̂
(1) ( k) , ŷ

(1) ( k) 分别为序列 X
(1)

,

Y
(1) 的 D GOM模型模拟值 (预测值) ,则

x̂
(1) ( k) =ρ̂y (1) ( k) + a.

　　证明 　由命题 5可知

x̂
(1) (1) = x

(1) (1) +β3 =

ρy (1) (1) + a +ρ�β3 =ρ�y (1) (1) + a ,

x̂
(1) ( k + 1) =βk

1 x̂
(1) (1) +

1 - βk
1

1 - β1
β2 =

�βk
1 (ρ̂y (1) (1) + a) +

1 - �βk
1

1 - �β1
(ρ�β2 + a - a�β1 ) =

ρ̂y (1) ( k + 1) + a , k = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

x̂
(0) ( k) =ρ̂y (1) ( k) + a - (ρ̂y (1) ( k - 1) + a) =

ρ̂y (0) ( k) . □

　　定理 6　若记ε( k) 与 �ε( k) 分别为序列 X
(0)

,

Y
(0) 的 D GM模型或 D GOM模型的相对误差 ,即

ε( k) =
x

(0) ( k) - x̂
(0) ( k)

x
(0) ( k)

×100 % ,

�ε( k) =
y

(0) ( k) - ŷ
(0) ( k)

y
(0) ( k)

×100 % ,

则有

ε( k) = �ε( k) , k = 2 ,3 , ⋯, n.

　　证明 　由定理 4和定理 6可得

ε( k) =
x

(0) ( k) - x̂
(0) ( k)

x
(0) ( k)

×100 % =

ρy (0) ( k) - ρ̂y (0) ( k)
ρy (0) ( k)

×100 % =

y
(0) ( k) - ŷ

(0) ( k)
y

(0) ( k)
×100 % = �ε( k) . □

4　结 　　语
　　通过对离散灰色模型和离散灰色最优化模型

的参数仿射特性研究 ,由定理 3 ,定理 5和定理 6可

以得出如下结论 :对累加生成序列作仿射变换后 ,所

202
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求得的模拟预测值也保持相应的仿射变换量.特殊

地 ,令平移量为零时 ,对序列作数乘ρ倍变换 ,变换

后所得的模型拟合值和预测值也相应变化ρ倍. 另

外 ,不管仿射变换量的多少 ,对数据模拟预测值的相

对误差都无影响.因此 ,在建立离散灰色模型或离散

灰色最优化模型的过程中 ,可根据计算量的大小、数

据的实际意义等因素 ,预先对数据序列作仿射变换 ,

缩小数据的量级 ,简化建模过程 ,而不会改变模型的

模拟和预测效果.
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