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一类不确定系统的最优极小极大鲁棒控制

井元伟 , 姜　囡 , 郝彬彬
(东北大学 信息科学与工程学院 , 沈阳 110004)

摘　要 : 讨论一类不确定系统的极小极大鲁棒动态输出反馈控制问题.给出不确定系统的极小极大鲁棒控制的定

义.利用线性矩阵不等式 (L MI)处理方法和 Lyapunov稳定性理论 ,得到了在干扰和不确定性最大的情形下极小极大

输出反馈控制器存在的充分条件.引入凸优化技术 , 求得最优极小极大控制器.它不仅保证闭环系统渐近稳定 , 且

使得闭环系统性能指标的上界最小.仿真算例说明了所设计的控制器具有较强的干扰抑制功能.
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Abstract : Thc output fccdback minimax robust control p roblem for unccrtain linear systems is discussed. The

dcfinitions of minimax robust control of uncertain linear systems are defined. By means of the linear matrix inequality

(L MI) and Lyapunov methods , the sufficient condition of the existence of minimax output feedback controller is

presented under the worst disturbance and uncertaity. The convex optimization method is used to the parameter of the

optimal minimax controllor. The closed2loop system is asymptotic stablc and the upper bound of the index

performence get s to minima. Finally , the numerical example shows that the disturbance attcnuation of the controller is

fortified greatly.

Key words : Uncertain systems ; Minimax control ; Output feedback ; Linear matrix inequality ( L MI) ; Convex

optimization

1　引　　言
　　控制系统设计中最关心的问题是系统的稳定性

和性能.外界干扰和系统自身的不确定性会严重破

坏系统的稳定性和性能[1 ] ,若系统考虑二次型性能

指标 ,则随着干扰增大 ,系统的状态会逐渐偏离平衡

点且控制能量的消耗也随之增大 ,进而使得系统的

性能指标被破坏.利用保性能控制不仅可以保证闭

环系统渐近稳定 ,而且闭环性能指标存在一个上

界[2 ,3 ] .近年来 ,线性不确定系统的保性能控制问
题[226 ]已得到充分研究 ,而且文献 [ 7 ]给出了可靠保

性能控制器的设计方法.这些保性能控制问题考虑

了干扰的存在 ,但未讨论干扰的影响程度.当系统所

容许的不确定性和干扰达到很大时 ,系统性能指标

的上界会变得很大.所谓的极小极大控制是一类特

殊的保性能控制问题 ,它是针对干扰和不确定性最

坏情形 ,设计控制器以便更好地控制系统的稳定性

和性能.这种控制方法具有很强的抗干扰能力 ,且在

整个时间过程中状态偏差、控制能量的消耗、干扰以

及不确定性几方面综合指标最小. 俄罗斯学者

Kogan在文献[8 ,9 ]中针对标称线性连续系统研究

极小极大控制器的存在条件 ,通过构造局部检验函

数 ,利用极值原理给出了极小极大控制器的存在条

件 ,但并未考虑极小极大控制器的最优参数问题.

　　以上的研究结果均建立在系统状态可以直接测

量的假定基础上 ,采用的控制器为无记忆的线性状

态反馈控制律.但在实际系统中 ,系统的状态往往不

能直接测量得到[10 ] ,所以基于输出反馈的极小极大

最优鲁棒控制问题的研究是十分必要的.

　　本文设计的动态输出反馈极小极大控制器不需

要付出很大的代价就能保证闭环系统渐近稳定 ,并
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且使得性能指标的上界达到很小.利用李雅普诺夫

方法和线性矩阵不等式的方法给出形式比较简单的

存在条件 ,引入凸优化算法以求解最优极小极大控

制器参数和性能指标的最小上界.当系统的控制输

入为零时 ,系统性能指标的上界非常大 ,然而对系统

施加本文所设计的极小极大控制器后 ,指标泛函的

上界值趋于很小.通过仿真算例可以看出 ,本文所设

计的极小极大控制器具有很好的干扰抑制作用.

2　系统描述与问题提出
　　考虑不确定系统

Ûx ( t) = ( A +ΔA) x ( t) + ( B +ΔB) u( t) + B1ω( t) ,

(1a)

y ( t) = Cx ( t) + B2 u( t) . (1b)

其中 : x ∈Rn 为系统的状态向量 ; u ∈Rk 为系统的

控制向量 ; y ∈R l ,ω∈R l分别为系统的输出和干扰

向量 ,并且ω∈L 2 .不确定项满足范数有界条件

[ΔA 　ΔB ] = D F ( t) [ E1 　E2 ]. (2)

其中 : D , E1 , E2 为具有适当维数的实常数阵 ; F( t)

为可测的矩阵函数 ,且

F( t) ∈Ω,Ω = { F | FT F ≤ I} .

　　考虑如下形式的性能指标 :

J ( u ,ω) =∫
∞

0
( x ( t) T Qx ( t) + u( t) T u( t) -

γ2ω( t) Tω( t) ) d t. (3)

　　将系统 (1) 记为如下的等价形式 :

Ûx ( t) = A x ( t) + B u ( t) + Dv1 +

Dv2 + B1ω( t) . (4)

其中 : v1 = FE1 x ( t) , v2 = FE2 u( t) .

　　定义 1[6 ] 　针对系统

Ûx ( t) = ( A +ΔA) x ( t) + ( B +ΔB) u( t) ,

x (0) = x0 ,

和性能指标

J =∫
∞

0
[ x ( t) T Qx ( t) + u( t) T Ru ( t) ]d t ,

如果存在一个控制律 u3 ( t) 和一个正数 J 3 ,使得对

所有允许的不确定性 ,闭环系统是渐近稳定的 ,且闭

环性能指标值满足 J ≤J 3 ,则 J 3 称为该不确定系

统的一个性能上界 , u 3 ( t) 称为一个保性能控制律.

　　定义 2　针对系统

Ûx ( t) = ( A +ΔA) x ( t) + ( B +

ΔB) u( t) + B1ω( t) ,

x (0) = x0 和性能指标 (3) ,如果存在一个控制律

u 3 ( t) 和一个正数 J 3 ,在系统所能承受的最坏干扰

和最大不确定性下 ,闭环系统是渐近稳定的 ,闭环性

能指标达到极小且 J ≤J 3 ,则 J 3 称为一个性能上

界 , u3 ( t) 称为极小极大鲁棒控制律.

　　动态输出控制律为

x
～
·

( t) = A c�x ( t) + B c y ( t) ,

u = Cc�x ( t) . (5)

　　定义 3[11 ] 　若所设计的动态输出反馈使得闭

环系统满足

∫
T

0
( x T Qx + uT Qu) d t <ε∫

T

0
ωTωd t ,

则称控制系统满足干扰抑制功能.

　　由系统 (4) 和控制律 (5) 组成的闭环系统为

x
-
·

( t) = �A �x ( t) + �B�ω( t) + �Dv ( t) , (6)

其中

�x =
x

�x
, �A =

A B Cc

B c C A c + B cB 2 Cc

,

�D =
D D

0 0
, �B =

B1 0

0 0
, �ω =
ω

0
,

v =
v1

v2

, v1 = F( t) E1 , v2 = F( t) E2 .

3　极小极大动态输出反馈控制器的设计
　　关于极小极大控制器的存在条件 ,本文得到了

如下结果.

　　定理 1　对给定的系统 (1) 和性能指标 (3) ,如

果存在对称正定矩阵 P1 , 矩阵 P2 , X1 , X2 , X3 和

X4 ,以及ε1 > 0 ,ε2 > 0 ,γ > 0 ,使得

　

Γ1 Γ2 P1 B1 P1 D P1 D E T
1

ΓT
2 Γ3 P2 B1 P2 D P2 D 0

3 3 - γ2 0 0 0

3 3 3 -ε1 0 0

3 3 3 3 -ε2 0

3 3 3 3 3 -ε- 1
1

≤0 , (7)

　

-ε1 ET
1 E1 P1 D P1 D P1 B1

DT P1 -ε1 0 0

DT P1 0 -ε2 0

B T
1 P1 0 0 - γ2

≤0 , (8)

则

u3 = - ( I +ε2 ET
2 E2 ) - 1 [ B T P1 + B T

2 X T
1 ,

B T
2 P2 + B T

2 X T
3 ]�x

是系统 (1) 的一个输出反馈极小极大控制律 ,相应

的系统性能指标上界是

J ≤Trace ( P) = J 3 . (9)

其中

Γ1 = A T P1 + P1 A + CT X T
1 + X1 C ,

Γ2 = A T P2 + X2 + CT X T
3 ,

Γ3 = X T
4 + X4 , X1 = P2 B c ,

X2 = P2 A c , X3 = P3 B c , X4 = P3 A c .

902
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　　证明 　首先构造局部检验函数

Φ( t) = ÛV + uT u - γ2 �ωT �ω -εv T v , (10)

其中ε= diag[ε1 　ε2 ].

选择 L yap unov函数为

V = �x T P�x ,

并将其代入式 (10) ,有

Φ( t) = ( �x T �A T P�x + �ωT �B T P�x + vT �D T P�x +

�x T P�A �x + �x T P�B �ω + �x T P�D v) +

�uT �u - γ2 �ωT �ω -εv T v , (11)

其中 P > 0 .对式 (11) 关于 v求导 ,并令导数等于

零 ,得

v 3 =ε- 1 �D T P�x . (12)

又因为 52Φ( t) / 5v2 = -ε< 0 ,所以式 (11) 关于 v 3

存在极大值 ,即

max
v
Φ( t) =

�x T �A T P�x + �x T P�A �x + 2�ωT �B T P�x +

uT u - γ2 �ωT �ω+ε- 1 �x T PT �D �D T P�x . (13)

对式 (13) 关于 �ω求导 ,并取导数等于零 ,得

�ω3 =γ- 2 �B T P�x . (14)

又因为 52 ( max
v
Φ( t) ) / 5ω2 = - γ2 < 0 ,所以式 (13)

关于ω3 存在极大值 ,即

max
v ,ω
Φ( t) =

�x T �A T P�x + �x T P�A �x + uT u +

γ- 2 �x T PT �B �B T P�x +ε- 1 �x T PT �D �D T P�x . (15)

又由式 (2) 有

max
v ,ω

( ÛV + uT u - γ2 �ωT �ω) ≤

�x T �A T P�x + �x T P�A �x + uT u +

γ- 2 �x T PT �B �B T P�x +ε- 1 �x T PT �D �D T P�x +

�x T �ET
1 �E1 �x +ε2 uT ET

2 E2 u =

[ x T A T + �x T CT
c B T , x T CT B T

c +

�x T A T
c + �x T CT

c B T
2 B T

c ] P�x +

�x T P
A x + BCC�x

B c Cx + A c�x + B cB 2 Cc�x
+

γ- 2 �x T PT �B �B T P�x +ε- 1 �x T PT �D �D T P�x +

ε�x T �ET
1 �E1 �x + uT ( I +ε2 ET

2 E2 ) u =

�x T A T
0 P�x + �x T PA 0 �x + �x T HT P�x +

�x T PH�x + 2[0 , uT ]
0 0

B T B T
2 B T

c

P�x +

γ- 2 �x T PT �B �B T P�x +ε- 1 �x T PT �D �D T P�x +

ε�x T �ET
1 �E1 �x + [0 , uT ]L

0

u
. (16)

其中

A 0 =
A 0

0 0
, H =

0 0

B c C A c

,

�E1 =
E1 0

0 0
, L =

0 0

0 I +ε2 ET
2 E2

.

对式 (16) 等号部分关于 u求导 ,并令导数等于零 ,得

u3 = - ( I +ε2 ET
2 E2 ) - 1 [ B T , B T

2 B T
c ] P�x . (17)

又因为

52 ( max
v ,ω

( ÛV + uT u - γ2 �ωT �ω) )

5 u2 =

( I +ε2 ET
2 E2 ) > 0 ,

所以式 (16) 关于 u 存在极小值. 将式 (17) 代入

(16) ,有

min
u

max
v ,ω

( ÛV + uT u - γ2 �ωT �ω) ≤

�x T A T
0 P�x + �x T PA 0 �x + �x T HT P�x +

�x T P H�x + 2[0 , uT ]
0 0

B T B T
2 B T

c

P�x +

γ- 2 �x T PT �B �B T P�x +ε�x T �ET
1 �E1 �x +

ε- 1 �x T PT �D �D T P�x + uT ( I +ε2 ET
2 E2 ) u =

�x T [ A T
0 P + PA 0 + HT P + P H +

ε�E T
1 �E1 - PY ( I +ε2 ET

2 E2 ) - 1 Y T P +

γ- 2 PT �B �B T P +ε- 1 PT �D �D T P]�x , (18)

其中 Y =
B

B cB 2

.记式 (18) 为

min
u

max
v ,ω

( ÛV + uT u - γ2 �ωT �ω) ≤- �x T Q�x . (19)

显然 ,如果下式 :

A T
0 P + PA 0 + HT P + P H +γ- 2 PT �B �B T P +

ε- 1 PT �D �D T P +ε�E T
1 �E1 < 0 (20)

成立 ,则可保证 Q > 0 . 根据 Schur 补定理得到式

(20) 的等价形式为

　

A T
0 P + PA 0 + ZT + Z +ε�E T

1 �E1 PT �B P T �D

�B T P - γ2 0

�D T P 0 - ε

≤0 ,

(21)

其中 Z = P H .又因为

ÛV = �x T Q�x +γ- 2 �x T PT �B �B T P�x +

ε- 1 �x T PT �D �D T P�x -ε�x T �ET
1 �E1 �x -

�x T PY ( I +ε2 ET
2 E2 ) - 1 Y T P�x ,

若式 (21) 和下式 :

γ- 2 PT �B �B T P +ε- 1 PT �D �D T P -

ε�E T
1 �E1 - M ≤0 (22)

成立 ,则有 ÛV < 0 ,即闭环系统 (6) 是渐近稳定的.其

中 , M = PY ( I +ε2 ET
2 E2 ) - 1 Y T P.由 Schur 补定理 ,

式 (22) 等价为

-ε�E T
1 �E1 - M P T �D P T �B
�DT P -ε 0

�B T P 0 - γ2

≤0 , (23)

进而有 x ( ∞) = 0 .对式 (19) 移项和积分 ,得

012
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min
u

max
v ,ω

J ( u , W ) =

min
u

max
v ,ω∫
∞

0
( �x T Q�x + uT u - γ2 �ωT �ω) d t ≤

-∫
∞

0
ÛV d t = �x (0) T P�x (0) .

　　令 P =
P1 PT

2

P2 P3

( P1 , P3对称正定) ,显然可

得到式 (17) 中控制律的表达式的等价形式

u3 = - ( I +ε2 ET
2 E2 ) - 1 [ B T P1 + B T

2 X T
1 ,

B T
2 PT

2 + B T
2 X T

3 ]�x .

利用 Schur补定理 ,式 (21) 和 (23) 显然分别等价于

式 (7) 和 (8) ,并且控制器的参数可通过求解线性矩

阵不等式 (7) 和 (8) 得到.在实际应用中很难精确确

定系统的初始状态 , 所以假定初始状态 x0 满足

E{ x0 x T
0 } = I ,考虑性能指标的期望值 ,得到

�J = E{ J} ≤E{ �x (0) T P�x (0) } =

Trace ( P) = J 3 .

　　注 1　当系统和控制器的初始状态都为零时 ,

有下式成立 :

∫
∞

0
( �x T Q�x + uT u) d t <∫

∞

0
γ2 �ωT �ωd t ,

则根据定义3 ,可以说系统具有 H∞范数意义下的干

扰抑制功能.

　　注 2　若条件满足 ,则系统 (1) 存在输出反馈

极小极大控制律 ,同时它给出了极小极大控制律的

参数化表示.从式 (9) 可以看出 ,系统的性能指标上

界依赖于极小极大控制律的选取.所以如何选取一

个适当的极小极大控制律 ,使得系统的性能上界最

小是十分关键的.以下通过建立和求解一个凸优化

问题 ,给出极小极大控制器的最优参数和性能指标

的上界.

　　定理 2　对给定的系统 (1) 和性能指标 (3) ,如

果以下的优化问题 :

min
ε,γ, P , Z

Trace ( P) ,

s. t . 　P > 0 ,

　　　

A T
0 P + PA 0 + ZT +

Z +ε�E T
1 �E1

PT �B P T �D

�B T P - γ2 0

�DT P 0 - ε

≤0 ,

　　　

-ε�E T
1 �E1 - M P T �D P T �B
�D T P -ε 0

�B T P 0 - γ2

≤0 ,

有解 (�ε, �γ, �P , �Z) ,则

u 3 = - ( I +ε2 ET
2 E2 ) - 1 Y T P�x

是系统的最优极小极大控制律.

　　根据定理 1的证明很容易证明 ,定理 2是成立

的.

4　仿真算例
　　针对系统 (1) 和性能指标 (3) ,根据定理 2 ,考虑

系统的参数如下

A =
0 5 . 5

- 1 0 . 5
, B =

1

- 1
, B1 =

- 1

- 1
,

C =
1 0

0 1
, B2 =

1

1
, D =

0 . 2

0 . 5
,

E1 = [1　0 . 6 ] , E2 = 0 . 5 .

经 Matlab中的 L MI工具箱解得

P =

0 . 305 6 0 . 073 7 0

0 . 073 7 0 . 429 2 0

0 0 1 . 481 1

,

A c = - 0 . 100 1 , B c = [0　0 . 500 5 ] ,

Cc = - 0 . 535 4 ,γ = 1 . 460 4 ,

ε1 =ε2 = 1 . 537 2 .

　　对系统施加幅值为 0 . 1的阶跃干扰信号 ,系统

的状态和控制响应曲线如图 1和图 2所示.

图 1　系统状态 ( x1 , x2 ) 的响应曲线

图 2　动态反馈控制 u的响应曲线

　　从图中可以看出 ,尽管系统的运行过程中一直

伴有干扰 ,但状态和控制曲线仍趋于稳定.并且当系

统的控制输入为零时 ,根据 Matlab中的 mincx工具

箱求得性能指标的上界为 �J 3 = 1 193 . 6 ,可见干扰

对系统的性能破坏是很严重的.利用本文所设计的

极小极大控制器 ,求得闭环系统的性能指标上界为

J 3 = 2 . 215 9 ,说明此控制器对干扰有着很强的抑

制作用 ,并且从求得的控制器参数可以看出 ,控制器

的能量消耗也是很小的.
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5　结 　　语
　　考虑到系统的状态往往是不能直接量测到的 ,

所以本文基于输出反馈研究系统的极小极大控制问

题.当系统所承受的干扰很大时 ,系统的性能指标和

稳定性被严重破坏 ,状态偏离平衡点 ,控制能量的消

耗很大 ,导致性能指标的上界达到充分大.针对不确

定性和干扰破坏程度最大的情形 ,设计的极小极大

控制器不需要耗费很大的代价就可以把性能指标的

上界控制到最小 ,且闭环系统是渐近稳定的 ,说明其

对干扰的抑制有着很好的效果.同时求解的控制器

未知参数 P并不需要假设是对角形的 ,减少了设计

的保守性.
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system with different st ructure[J ] . Acta Physica Sinica ,

2006 , 55 (8) : 399724004. )

212


