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噪声方差不确定约束系统的滚动时域估计

赵海艳 , 陈　虹
(吉林大学 控制科学与工程系 , 长春 130025)

摘　要 : 针对噪声方差不确定的约束系统 ,讨论了一种鲁棒滚动时域估计 (M H E)方法.首先 ,根据噪声方差不确定

模型 ,找到满足所有不确定性的最小方差上界 ,在线性矩阵不等式 (L MI)框架下求解优化问题 ,得到近似到达代价的

表达形式 ;然后再融合预测控制的滚动优化原理 ,把系统的硬约束直接表述在优化问题中 ,在线优化性能指标 ,估计

出当前时刻系统的状态.仿真时与鲁棒卡尔曼滤波方法进行比较 ,结果表明了该方法的有效性.
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Abstract : For the const raint system of covariance matrix being uncertain , a robust moving horizon estimation (M H E)

st rategy is discussed. The upper bound of minimum error covariance satisfying all the uncertainties is found and the

optimal problem is solved in the f ramework of linear matrix inequality (L MI) . Based on the moving horizon st rategy ,

the state is estimated by minimizing performance object while satisfying the const raint s for every possible noise

covariance within the given bounds. Simulation and comparison result s show with the robust Kalman filter are given.

The result s the effectiveness of the method.
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1　引　　言
　　在经典的控制理论中 ,如果所建模型的噪声统

计特性精确已知 ,则对系统状态进行估计时可采用

最小二乘、卡尔曼滤波及最小方差等方法[ 124 ] .但在

工程实践中 ,有些噪声方差的统计特性是不确定

的[528 ] ,如实际系统在运行过程中 ,可能会受到强电

磁干扰等随机因素的影响 ,造成实际系统的统计特

性发生较大的变动等[9 ] .特别是对系统的状态进行

估计时还需要满足一定的约束条件 ,如液体的泄漏

量总是“非负的”等.因此 ,针对约束系统进行鲁棒估

计问题的研究是十分重要的.

　　近年来 ,随着模型预测控制 (MPC)研究的不断

深入及研究成果的不断取得[10 ] ,基于滚动优化原理

的滚动时域估计 (M H E)方法得到了人们的关注 ,且

在约束系统的状态估计中获得了成功应用[11 ,12 ] .

M H E的基本思想是将估计问题转化为固定时域长

度的优化问题 ,使在线处理系统约束成为可能.这种

估计方法充分利用了那些以约束形式出现的关于系

统状态和干扰的已知信息 ,可提高估计的合理性和

准确性.但是 ,现有的滚动时域估计方法[13215 ]没有针

对噪声方差不确定这一现象进行讨论研究.本文基

于 MPC的滚动优化原理 ,针对噪声方差不确定约

束系统提出了一种滚动时域估计方法.最后 ,通过三

容系统液位估计例子验证了该方法的有效性和合理

性 ,并与鲁棒卡尔曼滤波方法进行了比较.

2　问题描述
　　考虑如下线性时不变离散系统 :

x k+1 = A x k + Bw k , (1)

y k = Cx k +υk . (2)

约束条件如下 :
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x k ∈X , w k ∈W ,υk ∈V . (3)

其中 : x k ∈Rn是系统状态 ,并假设其初始状态 x (0)

为高斯分布的随机向量 ,且与 w k 和υk 相互独立 ; y k

∈Rp是不确定测量输出 ;W , X和V是凸集 ; w k ∈Rm

和 vk ∈Rq分别表示模型干扰和测量噪声 ,噪声方差

分别为 Q ≥0 , R (Δ) > 0 .测量噪声方差 R (Δ) 是不

确定的且满足下列不确定结构 :

R - 1 (Δ) = R - 1 + MΔN + N TΔT M T , (4)

其中Δ∈{Δ:‖Δ‖≤1} .

　　结合预测控制的滚动优化原理 ,滚动时域优化

问题描述如下 :

　　问题 1

Φ
～ 3

T = min
x T- N { w k} T- 1

k = T- N

Φ
～

T ( x T- N , { w k } ) , (5)

目标函数为

�ΦT ( x T- N , { w k } T- 1
k = T- N ) : =

∑
T- 1

k = T- N

υT
k R - 1υk + w T

k Q - 1 w k +

( x T- N - x̂ T- N ) T P- 1
T- N ( x T- N - x̂ T- N ) (6)

满足式 (1) ～ (3) , N是滚动时域窗口的大小.其中 :

x̂ T- N 为 T - N时刻的先验估计状态 , PT- N 是与先验

估计状态 x̂ T- N 和系统状态 x T- N 之间的误差相对应

的协方差矩阵 ,表示对初始状态估计的信心.

　　假设 T 时刻优化问题 1 存在最优解 , 记为

( x 3
T- N , { w 3

k } T- 1
k = T- N ) ,则 k ( k = T - N + 1 , ⋯, T) 时

刻系统状态的估计值可通过下式计算 :

x 3
k = A k x 3

T- N + ∑
k- 1

j = 0
A k- j - 1 Bw 3

T- N + j . (7)

求解优化问题 1之前 ,需要得到先验估计状态 x̂ T- N

和初始估计误差协方差 P T- N ,即到达代价函数的表

达式.下面将讨论到达代价函数的求取方法并给出

滚动时域估计算法.

3　滚动时域估计方法
　　在讨论具体算法之前 ,先给出如下引理 :

　　引理 1　给定具有适当维数的实矩阵 F = FT ,

M , N ,当且仅当存在一个标量λ使下式 :

F - λM M T N T

N λI
: 0 (8)

成立 ,则对于所有的Δ, ‖Δ‖≤1 ,

F + MΔN + N TΔT M T > 0 (9)

成立.

　　证明可参见文献[16 ].

　　由于噪声方差必须大于零 ,从引理 1可知 ,当且

仅当存在一个常数λ使得 R - 1 >λM M T + N N T /λ成

立 ,那么模型 (4) 对于所有的不确定Δ都有 R - 1 (Δ)

> 0 .考虑如下形式估计器 :

x̂ k+1 = ( A - KC) x k + Ky , (10)

其中 K ∈Rn×q是需要确定的估计器的增益.

　　估计误差方差为

Pk = E{ ( x̂ k - x k ) ( x̂ k - x k ) T } =

( A - KC) Pk ( A - KC) T + KR (Δ) KT . (11)

　　本文首要目标是通过最小化误差方差 (11) 的

大小 ,优化得到一个线性估计器.其中估计器增益 K

和误差方差矩阵 Pk > 0需要满足下列条件 :

( K 3 , P3
k+1 ) = arg min t r Pk+1 , (12a)

( A - KC) Pk ( A - KC) T + KR (Δ) KT < Pk+1 ,

(12b)

ΠΔ:‖Δ‖≤1 , R (Δ) > 0 , (12c)

其中 Tr Pk+1 是估计误差方差 Pk+1 的迹.

　　由式 (12) 可知 ,估计器增益和下一时刻的估计

误差方差可通过求解下列优化问题得到 :

Pk+1 - [ K　A - KC ]
R (Δ) 0

0 Pk

KT

A - CT KT
> 0 ,

ΠΔ:‖Δ‖≤1 , R (Δ) > 0 , (13)

　　应用 Schur定理 ,上面的方程可转化为

Pk+1 K A - KC

KT R - 1 (Δ) 0

A - CT KT 0 P- 1
k

> 0 , (14)

ΠΔ:‖Δ‖≤1 , R (Δ) > 0 .

再把式 (14) 写成如式 (9) 所示的不确定形式 ,即

Pk+1 K A - KC

KT R - 1 0

A - CT KT 0 P- 1
k

+

0

M

0

Δ

0

N T

0

T

+

0

N T

0

Δ

0

M

0

T

> 0 , (15)

ΠΔ:‖Δ‖≤1 , R (Δ) > 0 .

对式 (15) 应用引理 1 ,可得下面的定理.

　　定理 1　优化问题 (12) 可用下面的半定规划

问题求解 :

( K , Pk+1 ) = arg min
K, Pk+1 ,λ

Tr ( Pk+1 ) , (16)

Pk+1 K A - KC 0

KT R - 1 - λM M T 0 N T

A - CT KT 0 P- 1
k 0

0 N 0 λI

> 0 .

(17)

那么 ,针对不确定系统 (1) ～ (3) ,估计器 (10) 是鲁

棒最小方差估计器.其中 Pk+1 是系统最小化最坏情

形的递推最优矩阵.

　　注 1　上面的定理与文献[9 ]中所给出的定理

的区别是该定理得到的误差方差矩阵和估计器增益
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是递推解的形式.在这种意义上 ,可在不同的采样时

刻 ,通过求解 L MI优化问题 (16) 和 (17) ,得到最小

方差矩阵.

　　对于无约束系统 ,当估计时域 N = 1时 ,递推滚

动时域估计方法实质上近似于卡尔曼滤波方法.

　　综上 ,给出具有噪声方差不确定约束系统的滚

动时域估计算法.

　　初始化 ,给定初始误差方差 P0 ,噪声方差 Q ,初

始状态 x̂0 ,时域长度 N .

　　Step1 : 在采样时刻 T ,得到测量数据{ y k } T
T- N .

求解 L MI (16) , (17) ,得到误差方差矩阵 PT- N 和估

计器的增益 K.

　　Step2 : 根据式 (10) 计算 T - N 时刻先验估计

状态 x̂ T- N ,然后利用先验条件{ PT- N , x̂ T- N } 求解问

题 1得最优解{ x̂ 3
T- N } , { ŵ 3

k } T- 1
T- N ,再根据式 (7) 递推

得到当前时刻的状态估计值.

　　Step3 : 计算下一时刻的先验估计状态.

　　Step4 : 在时刻 T + 1 ,测量 y T+1 并构造新的测

量数据集 ,返回 Step1 .

4　算例分析
　　应用本文讨论的滚动时域估计方法对三容实

验系统进行液位估计.根据物质守恒定律建立模型

如下 :

Sd h1 / d t = Q1 - Q13 - Q11 ,

Sd h3 / d t = Q13 - Q32 - Q33 ,

Sd h2 / d t = Q2 + Q32 - Q20 - Q22 . (18)

其中 : hi 为容器 i的液位 ; Qij 为从容器 i到容器 j 的

水流量 ; Q1 和 Q2 分别为水泵 1 和水泵 2 的供水流

量 ; Q11 , Q22 , Q33 分别为 3 个容器的泄漏量 ; S =

153 cm2 三为容器的截面积.液位满足约束条件

0 ≤h1 , h2 , h3 ≤62 cm . (19)

三容系统的数学模型是非线性模型 ,在设计 M H E

估计器和卡尔曼滤波器时需要系统的线性模型作为

名义模型 ,因此要对模型在平衡点进行线性化.为了

获得各液位的估计值 ,确定稳定工作点为 : h1 | s =

37 cm , h2 | s = 24 cm , h3 | s = 31 . 2 cm , Q1 | s =

26 . 35 ml , Q2 | s = 53 . 77 ml ,并定义 x1 : = h1 - h1

| s , x2 : = h2 - h2 | s , x3 : = h3 - h3 | s , u1 : = Q1 - Q1

| s , u2 : = Q2 - Q2 | s , w1 = Q11 , w2 = Q22 , w3 = Q33 .

　　为了能合理地估计三容系统的液位值 ,应考虑

液体的泄漏量总是大于零这个干扰约束条件.此外 ,

容器高度有已知的范围也可作为附加信息 ,并加以

利用以提高估计的准确性.因此 ,实际上所面临的是

一个有约束的状态估计问题.

　　将非线性系统 (18) 在稳态工作点线性化 ,并取

采样时间为 20 s ,得到如下离散系统模型 :

x k+1 =

0 . 774 2 0 . 023 4 0 . 200 5

0 . 023 4 0 . 650 2 0 . 149 5

0 . 200 5 0 . 149 5 0 . 630 8

x k +

　 　　

0 . 081 3 0 . 001 6

0 . 001 2 0 . 235 7

0 . 012 5 0 . 019 5

uk +

　 　　

- 0 . 114 6 - 0 . 001 1 - 0 . 014 9

- 0 . 001 1 - 0 . 105 7 - 0 . 011 5

- 0 . 014 9 - 0 . 011 5 - 0 . 103 4

w k ,

(20)

y k =
1 . 0 0 . 0 0 . 0

0 . 0 1 . 0 0 . 0
x k +υk , (21)

R - 1 (δ) = R - 1 +
0 . 45

0
δ

1

0

T

+
1

0
δ

0 . 45

0

T

.

(22)

其中

R - 1 = diag{ 0 . 5 ,0 . 5} , |δ| ≤1 .

约束条件为 w k ≥0 ;估计时域长度 N = 10 .

　　初始状态方差和模型干扰方差分别为

P0 = diag{ 5 ,5 ,5} , Q = diag{ 0 . 5 ,0 . 5 ,0 . 5} .

由于测量噪声方差具有不确定的统计特性 ,仿真时

可在不确定边界范围内随机取值 ,仿真结果如图 1

～图 3所示.

图 1　状态 x1 的估计比较

图 2　状态 x2 的估计比较

　　仿真结果表明 ,滚动时域估计方法与卡尔曼滤

波方法都能对系统状态进行估计.然而 ,由于系统考
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图 3　状态 x3 的估计比较

虑了‘泄漏量是非负的’这一干扰约束 ,干扰约束不

满足白噪声的假设.从图 1～图 3可以看出 ,鲁棒卡

尔曼滤波方法的估计效果不如滚动时域估计方法 ,

这是由于滚动时域估计方法考虑了系统中存在的约

束条件 ,并在线滚动优化处理 ,提高了估计的合理性

与准确性.

5　结 　　语
　　本文讨论了具有噪声方差不确定约束系统的鲁

棒滚动时域估计方法.首先 ,根据噪声方差不确定模

型给出无约束系统的估计器设计方法 ,并通过求解

L MI优化问题得到系统最坏情况下的最小方差矩

阵 ;然后融合预测控制滚动优化原理 ,把系统的硬约

束直接表述在优化问题中 ,通过极小化优化问题的

性能指标 ,估计出系统的初始状态和作用在系统上

的扰动 ,并由系统方程计算出系统状态的估计值.由

于鲁棒滚动时域估计方法将系统的硬约束直接表述

在优化问题中 ,并通过在线滚动优化使之动态满足 ,

很好地解决了约束系统的状态估计问题.从三容系

统液位估计的仿真结果可以看出 ,鲁棒滚动时域估

计方法充分利用了以约束形式出现的关于系统状态

和干扰的已知信息 ,提高了估计的合理性和准确性.

由于对鲁棒滚动时域估计的研究刚刚开始 ,理论和

算法还很不完善.
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