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基于尖点突变对交通流模型的研究
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摘　要 : 传统的交通流模型难以解释某些实测交通流数据出现的非连续的“跳跃”式现象 ,而基于突变理论的交通流

模型则能够较好地从三维空间角度甚至更高维角度予以解释 .为此 ,针对快速道路的交通 ,利用交通波动理论 ,将交

通流三参数关系模型与尖点突变数学模型相结合 ,基于突变理论对快速道路交通流模型的临界状态进行分析.分析

结果与实际情况相符 ,从而得出当实际检测到的车流密度接近临界密度时 ,需要制定相应的交通管制策略和措施.
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GUO J i an1 ,2a , C H EN X i ng2l i n1 , J I N Hong2z han g2b

(1. School of Astronautics , Harbin Institute of Technology , Harbin 150001 , China ; 2a. College of Power and Energy

Engineering , 2b. College of Automation , Harbin Engineering University , Harbin 150001 , China. Correspondent :

GUO Jian , E2mail : guojian_ 2006 @hrbeu. edu. cn)

Abstract : The phenomena of discontinuous jumping , which exist in the datum of observed traffic flow , are hard to be

explained by traditional t raffic flow model. But they can be explained better by using t raffic flow model of catast rophe

theory in three2dimensional space or more2dimensional space. To the t raffic of high2speed way , by using t raffic wave

theory , three2parametric relation model of t raffic flow is combined with cusp catast rophe mathematic model to analyze

the critical state of high2speed way traffic flow model based on catast rophe theory. The result s of analysis are

coincided with the fact . Thereby the policy and measure of t raffic control must be done when the observed density of

practical t raffic flow is nearby the critical density.
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1　引　　言
　　由于我国城市交通系统建设落后 ,交通问题已

成为制约城市发展的瓶颈问题.交通拥堵、交通环境

污染、交通事故已严重影响经济和社会的发展 ,甚至

关系到社会的安定问题.

　　传统的交通流模型均是建立在二维平面基础上

的连续交通流三参数关系模型 ,这些传统模型难以

解释某些实测交通流数据出现的非连续的“跳跃”式

现象 ,而基于突变理论的交通流模型则能够较好地

从三维空间角度甚至更高维角度予以解释.经过近

几年的实验和进一步的研究发现 ,流量2密度曲线在
接近最大流的地方有明显的间断 ,流量突然下降 ,说

明流量2密度曲线具有不连续性.而以前的研究认为

该曲线是连续的 ,并没有发现这个问题.突变理论用

“交点突变”的思想来解释和描述交通参数的上述不

连续性 ,有望解决传统理论的不足[1 ,2 ] .

　　突变理论是一种拓扑学理论 ,一般所讲的突变

理论实际上是初等突变理论.它的主要数学渊源是

根据势函数把临界点分类 ,进而研究各种临界点附

近非连续性态的特征 ,即为有限个数的若干初等突

变.把这样得到的知识与对不连续现象的理论分析

和观察资料相结合 ,就可以建立数学模型 ,更深刻地

认识不连续现象的机理并作预测[3 ,4 ] .当把交通流

的三参数关系模型作为整体来研究时所体现出的突

变特性 ,正好与突变理论中尖点突变模型体现出的

突变指征相符合[5 ] ,所以利用尖点突变来研究交通
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流的三参数关系模型是可行的.

2　交通流三参数关系模型
　 交通量 Q ,行车速度 V 和车流密度 K是表征交

通流的 3个基本参数.三者之间的基本关系为[6 ]

Q = KV . (1)

　　速度 2密度关系是参数之间的基本关系之一.

通过式 (1) 还可以得到速度 2流量关系和流量2密度
关系. 1967年May和 Keller根据车辆跟驰理论的一

般表达式选取不同的 m和 l ,得到了一组模型曲线

族 ,如表 1所示.

表 1　根据车辆跟弛理论得出速度 2密度模型

m = 0 m = 1

l = 0 V = 1/ s(1/ K21/ K j) , s为常数

l = 1 V = V mln ( K j/ K)

l = 1 . 5 V = V f [1 - ( K/ K j) 1/ 2 ]

l = 2 V = V f (1 - K/ K j) V = V f e - K/ Km

l = 3 V = V f e - 1/ 2 ( K/ Km) 2

　 在研究车流波动时 ,借助 Greenshields提出的

速度 2密度线性模型 ,得出流量 2密度曲线的特征
为 :

　　1) 当密度为零时 ,流量为零 ,于是曲线一定通

过坐标原点 ;

　　2) 曲线中有一个表示最大 (阻塞) 密度而流量

等于零的点 ;

　　3) 在两个零点之间必然有一个或几个流量峰

值点 ;

　　4) 曲线不一定是连续的.

　 密度为零意味着道路中没有车辆 ,只要有一辆

车在道路中行驶 ,则密度可被认为是趋近于零. 因

此 ,特征 1) 可表述为 :当密度趋近于零时 ,流量也趋

近于零.

　 根据基本关系式 (1) 和速度 2密度模型 ,可以确

定流量与速度的关系.速度 2流量曲线有类似于流
量 2密度曲线的特点.

　 莱特希尔等论证了交通波的存在及特性.当密

度和流量发生变化时 ,交通波的传播速度为[8 ]

Vω =
Q2 - Q1

K2 - K1
. (2)

　当流量差ΔQ = Q2 - Q1 和密度差ΔK = K2 -

K1 都很小时 ,有

Vω =
ΔQ
ΔK

=
dQ
d K

. (3)

3　交通流尖点突变模型
3 . 1　模型的建立

　 将快速路交通流当流体来研究 ,车流速度随车

流密度的变化而变化 ,其速度波方程为

Vω = dQ/ d K = Q/ K + KdV / d K. (4)

　 当车流遇到某种扰动或突发事件时 ,车队会受

到冲击而降低车速 ,车流密度会突然增大.车速的降

低犹如一股冲击波 ,以气的速度向后传播.受这一冲

击波的影响 ,交通流在某种临界状态下可能会产生

突变 ,即发生交通堵塞.

　 采用基于跟弛理论的广义速度 2密度May模型

作为基本方程.该模型的优点在于当 K = 0和 V =

0时均有解 ,且在 0 ≤m < 1和 l > 1区间内几乎涵

盖了目前常用的所有速度 2密度模型.该模型表示

如下 :

V 1 - m = V 1 - m
f 1 - ( K

K j
)

l - 1

,

0 ≤m < 1 , 　l > 1 . (5)

　 取 m = 0 ,对式 (5) 关于 K求导可得

dV / d K = - ( l - 1) V f

K j
( K

K j
)

l - 2
, (6)

代入式 (4) 有

Vω =
Q
K

- ( l - 1)
V f

K j
K ( K

K j
)

l - 2
. (7)

　 按模型曲线族结构方程 l的取值范围取 l = 3

时 ,式 (7) 可写成

K3 +
K2

j

2V f
VωK - K2

j / 2V f Q = 0 , (8)

与尖点突变流形方程 x3 + ax + b = 0相似 ,构造密

度突变模型如下 :

　 势函数为

U ( K ,Vω , Q) =

1
4

K4 +
1
4

K2
j

V f
VωK2 -

K2
j

2V f
Q K , (9)

突变曲面为

5U
5 K

= K3 +
K2

j

2V f
VωK -

K2
j

2V f
Q , (10)

突变流形方程为

K3 +
K2

j

2V f
VωK -

K2
j

2V f
Q = 0 , (11)

分叉集为

1
2 ( K2

j Vω
V f

)
3

+
27
4 ( K2

j Q
V f

)
2

= 0 . (12)

图 1　尖点突变曲面及其在 Q2Vω平面上的投影

832



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 2 期 郭 健等 :基于尖点突变对交通流模型的研究 　 　 　

　 临界曲面式 (10) 称为尖点突变曲面 (如图 1所

示) ,在该曲面中存在一条折叠曲线.当控制变量 Q ,

Vω变化时 ,状态变量 K发生相应变化 ,曲线的运动

轨迹亦发生渐变.开始是在突变曲面的下半曲面 (底

叶) 运动 ,一旦运动轨迹经过折叠曲线便会出现“突

跳”而逾越中间曲面 (中叶) ,进入上半曲面 (上叶) .

3 . 2　模型的求解

　 突变流形方程 (11) 为高阶 3次方程 ,用 Matlab

解其 3个根分别为

K1 =

3
K2

j QS
4V f

+ Δ +

3
K2

j Q
4V f

- Δ, (13)

K2 =ω
3

K2
j Q

4V f
+ Δ +ω2

3
K2

j Q
4V f

- Δ, (14)

K3 =ω2

3
K2

j Q
4V f

+ Δ +ω3

3
K2

j Q
4V f

- Δ.

(15)

其中

ω = -
1
2

+
3
2

i ,Δ = ( K2
j Q

4V f
)

2
+ ( K2

j Vω
6V f

)
3

,

K1 为实数根 , K2 和 K3 为复根.在突变曲面上 ,总势

能对 K的二阶导数为52 U
5 K2 = 3 K2 +

K2
j

2V f
Vω ,在曲面

中叶 (含 K = 0) 上 ,
52 U
5 K2 < 0时处于不稳定状态 ;在

上、下叶 ,
52 U
5 K2 > 0 ,处于稳定状态.

　 当Δ≥0时 ,式 (11) 有实数解 ;当Δ < 0时 ,无

实数解.Δ = 0时 , k为突变临界值 ,也就是说密度一

旦达到或超越该临界值 ,就会产生状态的突变 ,即将

出现交通阻塞.这正体现出非线性动态系统的分叉

特性 ,即初始条件的一个很小的变化也可能导致系

统产生不同的响应.

图 2　突变映射

　 若将图 1中的投影面放大则可得到如图 2所示

的平面 ,它是突变曲面 (流形) 在平面Q 2Vω上的一

种突变映射.图 2中的阴影区为折叠区.因为 Q恒大

于零 ,故交通流模型所适应的区域为折叠区的正半

区域.当状态变量 K在控制变量Q , Vω的作用下 ,落

在Δ > 0的区域时 ,则 K是渐变的.此为畅行区 ,即

非拥挤交通状态 ,其交通流为畅行交通流 ;当 K值

经过Δ = 0进入Δ < 0区域时 , K的运动轨迹即由底

叶突跳到上叶 ,形成一个突变.从物理意义上说 ,车

流密度由渐变演化为跳跃式突变 ,车流密度瞬间达

到阻塞密度 ,交通流从运动变为静止 ,由畅通变为堵

塞 ,故该区域为阻塞区 ,即过饱和流状态.这从理论

上解释了交通流发生突变的原因.

　 由以上所述 ,Δ = 0时可求得临界波速为

V lj = - 3 27V f Q2

2 K2
j

, (16)

相应有突变临界密度

V lj = 3 2 K2
j Q

V f
, (17)

式中 Q为达到临界速度时的流量.

　 对于非纯小客车流 ,车流阻塞时还要同时考虑

车辆折算系数 ,取车辆单位为 pcu (小客车的折算当

量) .取 k j 最大阻塞密度为 111 . 1 pcu/ km[5 ] ,V f 自

由流速度取设计时速 120 km/ h .仿真曲线如图 3和

图 4所示.

图 3　临界波速 2临界密度关系曲线

图 4　流量 2临界密度、车速 2临界密度关系曲线

3 . 3　交通流尖点突变模型临界值分析

　 实际上 ,前面所说的阻塞密度应是一种理论上

的阻塞密度.现实中达到这一密度之前 ,交通阻塞早

已发生.也就是说 ,发生交通阻塞以后 ,总体上来说 ,

车流或车队已停止 (主要表现为头车不动了) ,但车

流中还存在着局部的“微动”,驾驶员仍“想方设法”

试图挪动自己的车辆前移 ,这种“微动”直至达到完
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全静止下的最大车流密度时才结束.

　　分析图 3和图 4可得出如下结论 :

　　1) 实际发生交通堵塞的临界密度与理论阻塞

密度并不相等 ,即实际发生交通堵塞的临界密度小

于理论阻塞密度.

　　2) 一般情况下 ,流量越大 ,遇到突发事件干扰

时 ,其返回波速越大 ,发生交通突变导致交通阻塞的

几率也越大.

　　3) 不同计算交通流量的快速路 ,其发生交通堵

塞的车辆速度也不同.计算交通流量越高的快速路 ,

其发生突变阻塞的速度反而越低.这是因为 ,流量愈

高 ,遇到突发事件干扰时 ,其返回波速越大 ,发生交

通突变导致交通阻塞的可能性也越大.

　 另外 ,通过得到的临界速度 ,可以实时地对交通

流行为进行干预 ,当实际检测到的车流密度接近临

界密度时 ,就应制定相应的交通管制策略和措施 ,如

调节匝道进出口流量 ,总量控制快速路上的车辆数

等.

4　结 　　语
　　利用交通波动理论 ,将交通流三参数模型转换

为尖点突变数学模型 ,根据突变理论的原理从总体

上对快速道路的阻塞状态及畅行状态进行了分析 ,

并对其的临界状态也进行了较为深入的研究.

　　随着交通流状况变得越来越复杂 ,掌握的实测

数据也更加详细具体 , 现有的交通流模型已不能满

足研究的需要.突变理论的模型根据突变现象能够

较精确地实时模拟交通流状况 ,不仅准确地建立了

交通流三参数的关系模型 ,甚至可以挖掘影响交通

流因素之间的关系 ,具有实际应用价值.
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