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连续 PH分布数据拟合的确定性退火 EM算法

黄　卓 , 王文峰 , 郭　波
(国防科技大学 信息系统与管理学院 , 长沙 410073)

摘　要 : 针对目前连续 P H分布数据拟合 EM ( Expectation2Maximization)算法存在的初值敏感问题 ,提出运用确定

性退火 EM算法进行连续 P H分布数据拟合 ,给出了详细的理论推导 ,并通过两个拟合实例与标准 EM算法进行了

对比.对比结果表明所提出的方法可以有效地避免初值选择的不同对 EM算法结果的影响 ,减小陷入局部最优的可

能性 ,能得到比标准 EM算法更好的结果.
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Fitting data with continuous phase2type distributions via
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Abstract : To overcome the initial parameters sensitive problem in the conventional expectation2maximization ( EM)

algorithm for phase2type dist ributions ( P H) data fit , a P H dist ributions data fit method based on the deterministic

annealing EM algorithm is proposed. The detailed theoretical inference process of the method is given. The method is

compared with standard EM algorithm through two benchmarks. Contrast result s show that the proposed method can

obtain better estimates f ree of the initial parameter values and reduce the possibility of getting into local maximum.
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1　引　　言
　　连续 P H分布定义为一个有限状态 Markov过

程的吸收时间分布 ,其分布函数为 F( x) = 1 -αexp

( T x) e ,其中 T为 m 阶方阵 ,α= (α1 ,α2 , ⋯,αm )为其

瞬态的初始概率向量 ,e为元素均为 1 的 m阶列向

量 , (α, T)称为该 P H 分布的 m阶表示. P H 分布中

的每一个瞬态称为位相 ,因此 P H 分布又称为位相

型分布.许多常见分布都是 P H分布的子集 ,如指数

分布、Erlang分布、混合指数分布、混合 Erlang分布

等.

　　P H分布具有很多良好的特性 ,如 P H分布类在

[0 , + ∞) 上全部概率分布类中稠密.稠密性的理论

意义在于 ,当研究分析若干个[0 , + ∞) 上的一般分

布 Fj ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 的随机模型时 ,对于这些分布

的一个连续泛函Φ( F1 , F2 , ⋯, Fn) 进行数学处理是

很困难的.由于 P H 分布在相当大的程度上保持了

指数分布的易于进行解析运算的性质 ,证明连续泛

函的某种关系Φ对 P H 分布成立相对容易.如果连

续泛函的某种关系Φ对 P H 分布成立 ,而证明过程

又不明显依赖于 P H 分布的特殊结构 ,则可断言关

于Φ的结论在 F j 均为一般分布时仍然成立. 运用

P H分布进行各类随机问题的建模能有效地反映问

题的内在规律 ,建立的模型具有很好的适用性 ,因此

P H分布有广泛的应用领域.此外 , P H 分布还具有

封闭性 , P H分布对于有限混合和卷积等运算封闭.

　　目前 P H分布的理论与应用研究在国外开展的

很多 ,P H分布已经成功应用于许多科学研究领域 ,

如生物统计学、地震预测分析、统计信号分析、通信

系统设计与评估、交通系统分析等.国内在 P H分布

的理论与应用方面的研究与国外相比较少. 田乃

硕[1 ] 针对 P H分布在休假排队系统方面的理论进行

了深入而细致的研究 ;李泉林[2 ] 讨论了 P H 分布在



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 23 卷

算法上的意义.对于 P H 分布的统计分析理论与方

法 ,国外开展了大量的研究工作 ,而国内尚未见到有

文献进行相关研究 ,仅文献[2 ]对 Asmussen[3 ] 的工

作进行了阐述.

　　从 P H分布的理论到实际应用 ,P H分布的统计

分析方法起着重要的桥梁作用. P H 分布的统计分

析方法主要分两类 :矩估计方法和极大似然估计方

法.矩估计方法[429 ] 的研究大多集中在寻找如何将

一个一般分布映射为一个 P H 分布的算法 ,一般都

考虑使得一般分布和映射的 P H分布有相同的前三

阶矩.矩匹配算法的评价标准通常有 :匹配阶数的数

量、匹配算法的效率、算法的通用性和匹配得到 P H

分布的阶数. P H 分布拟合数据的极大似然估计方

法[10214 ] 的研究大多是利用标准 EM算法进行的 ;中

国科学院 Wang[15 ] 针对混合 Erlang 分布 , 采用

D &C2EM 算法拟合网络流量中的长尾数据.

Thümmler [16 ] 针对混合 Erlang分布 ,运用标准 EM

算法进行数据拟合.这些研究工作没有涉及如何解

决运用 EM算法 ,进行 P H 分布数据拟合时存在的

初值敏感问题 ,本文研究的目的就是寻找解决这个

问题的方法.

　　美国加州理工学院的 Rose[17 ]于1990年首先提

出确定性退火算法 ,该算法是根据自然法则计算的

一个重要分支.其根据退火过程 ,将求解优化问题的

最优点转化为求一系列随温度变化的物理系统的自

由能函数的极小 ,它能够使算法避开局部最优解而

得到全局最优解 ,具有广泛的应用前景. 杨广文

等[18 ] 首次对确定性退火技术的物理背景作了详细

的描述 ,并在理论上证明了当自由能函数满足一定

条件时 ,自由能函数的全局最优解是温度的一个连

续映射 ,从而为确定性退火技术提供了可靠的理论

依据.确定性退火 EM (DA EM) 算法由 Ueda [19 ] 提

出 ,DA EM与 EM算法相比较而言 ,可以有效地减少

初始值选择对最终结果的影响 ,以避免局部最优.

　　本文研究 DA EM算法与 P H分布拟合相结合

的理论问题 ,给出了详细的理论推导并进行验证.

2　PH分布的子集 ———混合 Erlang分布
　　混合 Erlang是 P H分布的一个子类 ,其定义如

下 :

　　定义 1　称一个随机变量 X 服从混合 Erlang

分布 ,如果该随机变量 X由若干个 Erlang分布按一

定比例混合而成 ,其概率密度分布函数可表达为

f X ( x) = ∑
M

i = 1

αi
(λi x ) ki - 1

( ki - 1) !
λi e -λi x ,

且满足∑
M

i = 1

αi = 1 ,其中 M表示 Erlang分布数 ;组成

混合 Erlang分布的每一个 Erlang分布称为分支或

组成分布.

　　定理 1[20 ] 　设 H表示全体混合 Erlang分布的

集合 ,设 F表示所有连续非负随机变量的集合 ,则 H

为 F的一个稠密集合 ,即 F中的任意随机变量可由

H 中的随机变量任意逼近.

　　由定理 1可知 ,选择混合 Erlang分布进行数据

拟合具有普遍的适用性 ,理论上能够很好地拟合各

种分布函数 ,因此本文选择 P H分布的子类 ———混

合 Erlang分布进行数据拟合的研究.

3　混合分布数据拟合的 EM算法
3. 1　EM算法

　　EM算法是一种在不完全数据情况下计算极大

似然估计或者后验分布的迭代算法 , 最初由

Demp ster [3 ] 等提出. EM算法在每一迭代循环过程

中交替执行两个步骤 : E步 ( Expectation step ,期望

步) 和 M步 (Maximization step ,极大化步) . EM 步

在给定完全数据和前一次迭代所得到的参数估计的

情况下 ,计算完全数据对应的对数似然函数的条件

期望 ; M步极大化完全数据对数似然函数以确定参

数的值 ,并用于下步的迭代.算法在 E步和 M 步之

间不断迭代直至收敛 ,即两次迭代之间的参数变化

小于一个预先给定的阈值时结束.

　　一般地 ,以 p (θ| Y) 表示θ的基于观测数据的分

布密度函数 ,称为观测后验分布 ; p (θ| Y , Z) 表示在

添加数据 Z后得到的关于θ的后验分布密度函数 ,

称为添加后验分布 ; p ( Z |θ, Y) 表示在给定θ和观测

数据 Y 时潜在数据 Z 的条件分布密度函数 , EM 算

法为极大似然估计方法 ,其目的是计算 p (θ| Y) 的

参数θ. EM算法按如下步骤进行 ,记θ( i) 为第 i + 1次

迭代开始时的参数估计值 ,则第 i + 1次迭代的两步

为 :

　　1) E步 :将 p (θ| Y , Z) 或 log p (θ| Y , Z) 关于 Z

的条件分布求期望 ,从而把 Z通过积分去掉 ,即

Q(θ|θ( i) , Y) =

∫Zlog p (θ| Y , Z) p ( Z |θ( i) , Y) d Z. (1)

　　2) M步 :将 Q(θ|θ( i) , Y) 极大化 ,即寻找一个点

θ( i+1)
,使

Q(θ( i+1)
|θ( i) , Y) = max

θ
Q (θ|θ( i) , Y) , (2)

如此形成了一次迭代过程θ( i) →θ( i+1)
.

　　将上述 E步和 M步进行迭代直至 ‖Q(θ( i+1)
|

θ( i) , Y) - Q(θ( i) |θ( i) , Y) ‖或 ‖θ( i+1)
-θ( i) ‖充分小

时停止.

　　EM算法本质上是梯度法 ,但与其他的数值方

法相比 , EM算法具有简单、易实现、数值稳定、保证
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收敛的优点 ,因此本文选择 EM算法进行数据拟合.

3. 2　混合分布数据拟合的 EM算法

　　设混合概率密度函数为 p ( x | Θ) = ∑
M

l = 1
al p l ( x

|θl ) ,参数Θ = ( a1 , ⋯, aM ,θ1 , ⋯,θM ) ,同时满足条

件∑
M

l = 1
al = 1 .

　　设 X = ( x1 , ⋯, x N ) 为对 p ( x |Θ) 进行观测得

到的样本数据 ,此时的对数似然函数为

log ( L (Θ| X) ) = ∑
N

i = 1
log (∑

M

l = 1
al p l ( x i |θl ) ) . (3)

　　由于存在和的对数运算 ,求解使式 (1) 极大的

Θ是很困难的.为此考虑 X为不完全数据 ,假设存在

不可观测数据项 Y = ( y1 , ⋯, y N ) , y i 表示第 i 个观

测数据 x i由混合分布的第 y i个概率分布函数产生 ,

则 y i ∈(1 , ⋯, M) ,若 y i = k则表示第 i个观测数据

x i 由混合分布的第 k 个概率分布函数产生.

　　如果能观测到数据 Y = ( y1 , ⋯, y N ) ,则可把

( X , Y) 作为完全数据 ,此时可以构造完全数据对数

似然函数为

log ( L (Θ| X , Y) ) =

∑
N

i = 1

log ( ay i
p y i

( x i |θy i
) ) . (4)

　　下面构造 EM算法的 Q函数 ,即完全数据对数

似然函数关于丢失数据边缘概率分布密度函数的期

望. 在已知参数Θ( g)
= ( a

( g)
1 , ⋯, a

( g)
M ,θ( g)

1 , ⋯,θ( g)
M )

的条件下 ,由 Bayes公式可得

p ( y i | x i ,Θ( g) ) =
a

( g)
y i

p y i
( x i |θ( g)

y i
)

∑
M

l = 1

a
( g)
l p l ( x i |θ( g)

l )

. (5)

　　令 Y = ( y1 , ⋯, y N ) 表示 N个独立采样数据来

自混合分布的那个组成分布 ,则 Y 边缘分布密度函

数为

p ( Y | X ,Θ( g) ) = ∏
N

i = 1
p ( y i | x i ,Θ( g) ) , (6)

则 EM算法的 Q函数为

Q(Θ,Θ( g) ) =

∑
Y∈Ω

log ( L (Θ| X , Y) ) p ( Y | X ,Θ( g) ) , (7)

其中Ω表示 Y 的取值空间.

　　对式 (7) 进行化简可得混合分布的 Q函数为

Q(Θ,Θ( g) ) =

∑
M

l = 1
∑
N

i = 1

(log ( al p l ( x i |θl ) ) p ( l | x i ,Θ( g) ) , (8)

其中 p ( l | x i ,Θ( g) ) 表示数据 x i从第 l个组成分布产

生的概率.

　　关于式 (7) 化简的具体过程请参见文献[21 ].

4　混合 Erlang分布数据拟合的确定性退火

EM算法
4. 1　确定性退火 EM算法及其全局最优特性

　　由于 EM算法的结果依赖于开始迭代的初始参

数值 , EM算法一般只能收敛到局部最优值解. 在

EM算法中 ,未知数据后验概率密度函数在 M步中

起重要作用 ,而该函数在迭代的初始阶段是很不可

靠的[19 ] .为此 ,基于最大熵准则 ,文献[19 ]给出了一

个新的后验概率密度函数

f ( xmis | xobs ,Θ) =
1
Z

exp{ - β( - L c ( x ;Θ) ) } .

(9)

其中 : x , xmis , xobs 分别表示完全数据、观测数据和丢

失数据 ; L c ( x ;Θ) 表示完全数据的似然函数 ; Z =

∫exp{ -β( - L c ( x ;Θ) ) } d xmis , Z称为配分函数 ;
1
β类

似于退火的温度.值得注意的是 ,当β = 1 时 ,由式

(9) 得到的后验概率密度与式 (5) 相同 ,即β = 1时

的解空间与原问题的解空间相同 ,因此随着温度的

降低 ,β将逐渐接近并最终等于 1 .

　　采用式 (9) 的未知数据后验概率密度函数后 ,

EM算法的完全数据似然函数的条件期望变为

f ( xmis | xobs ,Θ) =
exp{ - β( - L c ( x ;Θ) ) }

∫exp{ - β( - L c ( x ;Θ) ) } d xmis

.

(10)

　　从式 (10) 可以看出 ,参数β对未知数据后验概

率密度函数具有平滑作用.β很小时 , f ( xmis | xobs ,

Θ) 为[0 ,1 ]上的均匀分布 ,这个全局最小可以很容

易通过传统的 EM算法找到.随着β的增大 (相当于

降低温度) ,后验概率密度函数的作用逐渐增强.由

于参数β的平滑作用 ,在两个相邻的温度值之间 ,新

的全局最小值与前一个全局最小值很接近 ,可把前

一个全局最小值作为下一个温度下的初始参数值 ,

然后运行 EM算法 ,就容易找到新的全局最小值.不

断降低温度 ,直到β= 1 ,理论上最终可以得到全局

最优值[18 ] .

4. 2　混合 Erlang分布拟合数据的确定性退火 EM

算法

　　由定义 1可知 ,混合 Erlang分布密度函数为

p ( x | Θ) = ∑
M

l = 1

αl
(λl x ) k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x , (11)

其中Θ = (α1 , ⋯,αM ,λ1 , ⋯,λM ) .

　　令 p ( x i ∈l) = p ( l | x i ,Θ( g) ) ,由式 (8) 可知混

合 Erlang分布 EM算法的 Q函数为

　　Q(Θ,Θ( g) ) =

531
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　　∑
M

l = 1
∑
N

i = 1

(log ( al
(λl x i )

k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i ) ) p ( x i ∈ l) .

其中 :Θ( g) 表示 EM算法进行 E步计算时采用的参

数 ,Θ表示 M步需要计算的新参数.

　　根据 DA EM算法 ,对于 p ( x i ∈ l) 没有任何事

先确知的信息 ,采用极大熵原理求 p ( x i ∈ l) .

　　目标 : 使熵 H ( p) = - ∑
M

l = 1
∑
N

i = 1
(log p ( x i ∈

l) ) p ( x i ∈ l) 极大.约束为

Q(Θ,Θ( g) ) =

∑
M

l = 1
∑
N

i = 1
(log ( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i ) ) p ( x i ∈ l) ,

∑
N

i = 1
(∑

M

l = 1

p ( x i ∈ l) - 1) = 0 ,

其中 Q(Θ,Θ( g) ) 理解为内能 ,在某一个确定的温度

值时为常数.

　　为极大化 H ( p) ,引入拉格朗日乘数β和λ,根

据拉格朗日乘数法 ,可定义

�F = - ∑
M

l = 1
∑
N

i = 1

(log p ( x i ∈ l) ) p ( x i ∈ l) +

β(∑
M

l = 1
∑
N

i = 1
(log ( al

(λl x i )
k i - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i ) ) p ( x i ∈ l) -

Q(Θ,Θ( g) ) ) +λ(∑
N

i = 1
(∑

M

l = 1
p ( x i ∈ l) - 1) ) . (12)

　　下面求解使 �F取得极大值的 p ( x i ∈ l) .

　　将式 (12) 对 p ( x i ∈l) 求偏导数并令其为 0 ,可

得

　　　　　βlog ( al
(λl x i )

k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i ) -

　　　　　log p ( x i ∈ l) - 1 +λ = 0 . (13)

化简式 (13) 可得

p ( x i ∈ l) =
( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i )

β

exp (1 - λ)
. (14)

由∑
M

l = 1

p ( x i ∈ l) = 1 ,有

∑
M

l = 1

p ( x i ∈ l) =
∑
M

l = 1
( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i )

β

exp (1 - λ)
= 1 ,

(15)

则有

exp (1 - λ) = ∑
M

l = 1
( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i )

β
. (16)

将式 (16) 代入 (14) ,可得

p ( x i ∈ l) =
( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i )

β

∑
M

l = 1
( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i )

β
. (17)

　　式 (17) 中当β= 1时 , p ( x i ∈l) 与标准 EM算

法计算未知数据期望值的方法相同.

　　下面求使 Q(Θ,Θ( g) ) 极大的 al ( l = 1 ,2 , ⋯, M)

和λl ( l = 1 ,2 , ⋯, M) ,约束条件∑
M

l = 1
al = 1 .根据拉格

朗日乘数法 ,引入拉格朗日乘数λ,并定义

F = ∑
M

l = 1
∑
N

i = 1
(log ( al

(λl x i )
k l - 1

( kl - 1) !
λl e -λl x i ) ) p ( x i ∈ l) +

λ(∑
M

l = 1
al - 1) . (18)

　　将式 (18) 对 al 求偏导数得

5 F
5 al

=
1
al ∑

N

i = 1
p ( x i ∈ l) +λ = 0 , (19)

则有

al = -
1
λ∑

N

i = 1
p ( x i ∈ l) . (20)

因∑
M

l = 1
al = 1有∑

M

l = 1
( -

1
λ∑

N

i = 1
p ( x i ∈l) ) = 1 , 则λ=

- N ,所以

al =
1
N ∑

N

i = 1
p ( x i ∈ l) . (21)

　　将式 (18) 对λl 求偏导数可得

5 F/ 5λl =

∑
N

i = 1
{ ( kl - 1) 1

λl
+

1
λl

- x i} p ( x i ∈ l) = 0 ,

(22)

化简式 (22) 可得

λl =

kl ∑
N

i = 1

p ( x i ∈ l)

∑
N

i = 1
x i p ( x i ∈ l)

. (23)

　　由式 (17) , (21) 和 (23) 可以得到混合 Erlang

分布拟合数据的确定性退火 EM算法的步骤如下 :

　　Step1 : 选择混合 Erlang分布的初始参数Θ( g)
.

　　Step2 : 给定β初始值 (温度的倒数) 及温度降低

的系数 C( C > 1) .

　　Step3 : 定义停止 EM算法迭代的收敛标准 (本

文标准为相邻两步结果的对数似然度之差小于某个

值) .

　　Step4 : 当不满足 EM算法迭代的收敛标准时 ,

重复执行以下 3步 :

　　Step4 . 1 : E步 :在当前温度值和参数下根据式

(17) 计算 p ( x i ∈ l) ( l = 1 , ⋯, M , i = 1 , ⋯, N) ;

　　Step4 . 2 : M步 :根据式 (21) 和 (23) 计算新参数

值 al 和λl ( l = 1 , ⋯, M) ;

　　Step4 . 3 : 更新当前参数值 a
( g)
l = al ( l = 1 , ⋯,

M) ,λ( g)
l =λl ( l = 1 , ⋯, M) .

631



第 2 期 黄 卓等 :连续 P H分布数据拟合的确定性退火 EM算法 　 　 　

　　Step5 : 降低温度值 ,令β= C ×β.

　　Step6 : 当β≤1时 ,执行 Step4 ;否则算法结束.

4 . 3　β初始值及降温系数 C的选择

　　文献 [19 ]的实验结果表明 :β的初始值一般选

取为 0 . 1 ;降温系数 C一般在区间 [1 . 1 ,1 ,5 ] 内选

取.本文在第 5节的对比分析中 ,β取值为 0 . 1 , C取

值为 1 . 2 .

4. 4　混合分布确定性退火 EM算法与标准 EM算

法的算法时间复杂度分析

　　一般情况下 ,标准 EM算法需要从多个不同起

始参数分别进行迭代 ,并从这些结果中选择最优解.

设标准 EM算法选择不同初始参数个数为 R ,则标

准 EM算法的时间复杂度为

O( R ×M ×N) , (24)

其中 M为混合 Erlang分布的分支数 , N 为样本数.

　　确定性退火 EM 算法需要在每个温度值进行

EM迭代 ,当β= 1时停止.设 k表示确定性退火 EM

算法的降温次数 ,则有

β×Ck = 1 , (25)

对式 (25) 两边去对数并化简可得

k = - lnβ/ ln C, (26)

则有确定性退火 EM算法的时间复杂度为

O( -
lnβ
ln C
×M ×N ) . (27)

　　对比式 (24) 和 (27) 可以看出 ,确定性退火 EM

算法和标准 EM算法的时间复杂度基本相同.因为

标准 EM算法选择初始参数是随机的、盲目的 ,所以

在许多实际问题中可以认为标准 EM算法会耗费更

多的时间.

5　确定性退火 EM算法与 EM算法拟合结

果对比分析
　　本节通过两个实例验证本文提出的混合

Erlang分布拟合数据的 DA EM算法在避免初值影

响方面的有效性 ,并与标准 EM 算法得到的结果进

行比较. DA EM算法和 EM算法均用 Matlab实现.

　　从不同初始点开始得到的不同结果可以认为

是不同的局部最优解. 混合 Erlang分布的参数多 ,

解空间的具体形态很难描述 ,因此一个解是否为全

局最优解就无法确切知道.事实上 ,当标准 EM算法

从足够多个不同的随机初始点开始迭代 ,得到的最

好结果可以认为是近似全局最优解或全局最优解.

5. 1　DAEM和 EM算法拟合 Weibull 分布数据的

结果对比分析

　　Weibull分布一般为双参数分布 ,调整其尺度参

数α和形状参数β可以得到很多分布曲线形状以满

足数据拟合的要求.其在许多领域被广泛采用 ,极具

代表性.这里选择尺度参数α = 3 . 5 ,形状参数β =

4 ,对Weibull分布随机采样 100个数据 ,从不同的初

始参数开始 ,分别用 DA EM算法和 EM算法进行 5

次拟合 ,拟合结果见表 1 .表 1中混合 Erlang分布起

始参数的每一行代表一个 Erlang分布的参数 ,依次

为αl ,λl , kl .

　　从表 1可以看出 ,从不同的混合 Erlang分布的

起始参数出发 ,标准 EM算法得到的拟合Weibull分

布数据的结果差异很大 ,易陷入不同的局部最优 ;而

DA EM算法从不同的起始参数出发可以得到近乎

相同的结果 ,有效地避免了初始参数值对最终结果

表 1　Weibull分布拟合结果对比

次数 起始参数值
EM算法结果

拟合结果 对数似然度

DA EM算法结果

拟合结果 对数拟然度

1

0 . 2 0 . 1 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 4 1 3
0 . 1 1 3

0 . 113 4 1 . 243 4 4
0 . 126 0 0 . 642 8 2
0 . 608 5 0 . 970 1 3
0 . 152 1 0 . 970 1 3

- 613 . 705 9

0 . 474 5 1 . 280 6 4
0 . 073 1 0 . 652 2 2
0 . 226 2 0 . 967 6 3
0 . 226 2 0 . 967 6 3

- 335 . 337 4

2

0 . 2 0 . 9 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 4 1 3
0 . 1 1 3

1 . 000 0 1 . 286 6 4
0 . 000 0 0 . 667 1 2
0 . 000 0 0 . 977 7 3
0 . 000 0 0 . 977 7 3

- 300 . 039 3

0 . 474 5 1 . 280 6 4
0 . 073 1 0 . 652 2 2
0 . 226 2 0 . 967 6 3
0 . 226 2 0 . 967 6 3

- 335 . 337 4

3

0 . 2 0 . 2 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 4 1 3
0 . 1 1 3

0 . 000 9 1 . 222 8 4
0 . 144 3 0 . 640 3 2
0 . 683 9 0 . 965 8 3
0 . 171 0 0 . 965 8 3

- 743 . 108 0

0 . 474 5 1 . 280 6 4
0 . 073 1 0 . 652 2 2
0 . 226 2 0 . 967 6 3
0 . 226 2 0 . 967 6 3

- 335 . 337 4

4

0 . 2 0 . 3 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 4 1 3
0 . 1 1 3

0 . 033 1 1 . 232 2 4
0 . 138 8 0 . 641 1 2
0 . 662 5 0 . 967 2 3
0 . 165 6 0 . 967 2 3

- 697 . 024 9

0 . 474 5 1 . 280 6 4
0 . 073 1 0 . 652 2 2
0 . 226 2 0 . 967 6 3
0 . 226 2 0 . 967 6 3

- 335 . 337 4

5

0 . 2 0 . 5 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 4 1 3
0 . 1 1 3

0 . 120 1 1 . 205 2 4
0 . 130 0 0 . 622 7 2
0 . 599 9 0 . 945 2 3
0 . 150 0 0 . 150 0 3

- 610 . 690 4

0 . 472 5 1 . 246 7 4
0 . 072 9 0 . 631 8 2
0 . 227 3 0 . 940 8 3
0 . 227 3 0 . 940 8 3

- 341 . 543 4
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的影响. EM 算法得到的平均对数似然度为

- 592. 913 7 ,DA EM算法得到的平均对数似然度为

- 336. 578 6.从拟合结果可以看出 ,本文提出的算法

优于 EM算法的结果.

5. 2　DAEM和 EM算法拟合对数正态分布数据的

结果对比分析

　　随机变量的自然对数服从均值为μ和标准差为

δ的正态分布 ,称为对数正态分布.这里选择μ= 1 ,δ

= 1 ,对这个对数正态分布随机采样 200 个数据 ,分

别用 DA EM算法和 EM算法进行 8次拟合 ,拟合结

果见表 2 ,拟合效果见图 1 .

　　从表 2可以看出 ,从不同的混合 Erlang分布的

起始参数出发 ,EM 算法得到的拟合对数正态分布

的结果差异很大 ;而DA EM算法从不同的起始参数
表 2　对数正态分布拟合结果对比

次数 起始参数值
EM算法结果

拟合结果 对数似然度

DA EM算法结果

拟合结果 对数拟然度
拟合曲线

1

0 . 5 0 . 9 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 1 1 3
0 . 1 1 3

0 . 378 5 1 . 062 1 4
0 . 273 0 0 . 267 3 2
0 . 174 3 1 . 979 2 3
0 . 174 3 1 . 979 2 3

- 613 . 195 6

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 1

2

0 . 1 0 . 9 4
0 . 6 0 . 8 2
0 . 2 1 3
0 . 1 1 3

0 . 171 5 0 . 413 5 4
0 . 539 8 0 . 648 5 2
0 . 159 4 0 . 854 5 3
0 . 129 3 3 . 453 4 3

- 543 . 611 6

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 2

3

0 . 5 0 . 9 4
0 . 3 0 . 8 2
0 . 1 1 3
0 . 1 4 3

0 . 388 8 0 . 554 9 4
0 . 361 3 0 . 929 2 2
0 . 109 6 1 . 191 8 3
0 . 140 4 3 . 015 5 3

- 535 . 366 7

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 3

4

0 . 3 0 . 9 4
0 . 3 0 . 8 2
0 . 2 1 3
0 . 2 4 3

0 . 308 6 0 . 505 4 4
0 . 305 7 0 . 776 6 2
0 . 199 1 1 . 033 2 3
0 . 186 7 2 . 973 4 3

- 582 . 172 8

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 4

5

0 . 5 5 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 1 1 3
0 . 1 1 3

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 5

6

0 . 5 0 . 9 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 1 0 . 5 3
0 . 1 1 3

0 . 436 2 1 . 025 9 4
0 . 240 5 0 . 273 1 2
0 . 192 6 2 . 249 0 3
0 . 130 8 1 . 413 9 3

- 609 . 175 7

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 6

7

0 . 5 0 . 9 4
0 . 3 0 . 2 2
0 . 1 3 3
0 . 1 1 3

0 . 444 9 1 . 012 6 4
0 . 230 8 0 . 261 0 2
0 . 206 5 3 . 285 4 3
0 . 117 8 1 . 257 1 3

- 612 . 907 5

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 7

8

0 . 5 0 . 9 4
0 . 3 5 2
0 . 1 3 3
0 . 1 1 3

0 . 568 4 0 . 679 7 4
0 . 136 8 2 . 419 6 2
0 . 158 8 2 . 434 2 3
0 . 136 0 1 . 192 4 3

- 574 . 217 6

0 . 217 6 4 . 101 7 4
0 . 496 7 0 . 330 9 2
0 . 142 8 1 . 096 9 3
0 . 142 8 1 . 096 9 3

- 542 . 798 6
见图 1

结果 8

图 1　拟合结果对比
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出发可以得到基本相同的结果 ,有效地避免了初始

参数值对最终结果的影响. EM 算法得到的平均对

数似然度为 - 576. 603 1 ,DA EM算法得到的平均对

数似然度为 - 542. 798 6.从拟合结果可以看出 ,本

文提出的算法优于 EM算法的结果.

6　结 　　论
　　本文提出采用确定性退火 EM算法进行 P H分

布的数据拟合 ,给出了混合 Erlang分布拟合数据的

确定性退火 EM 算法的理论推导过程和算法的具

体执行步骤 ,并用 Matlab 实现了混合 Erlang 分布

拟合数据的确定性退火 EM 算法和标准 EM 算法.

通过对两种算法拟合 Weibull分布和对数正态分布

结果的对比分析可以看出 ,DA EM算法有效地解决

了 EM算法对初值的敏感性问题 ,能通过迭代得到

较优的结果 ;而 EM算法不能避免初值所带来的影

响 ,拟合得到的结果不稳定.本文提出的算法优于目

前常用于 P H分布拟合的标准 EM 算法.下一步的

研究工作是如何将 DA EM 算法应用于一般 P H 分

布的数据拟合.
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