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基于模糊双曲模型的可靠控制器设计
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摘　要 : 考虑执行器出现故障 ,提出一种基于模糊双曲模型 ( F HM)的可靠保性能控制策略.首先用模糊双曲模型表

述一类离散非线性系统 ,建立基于模糊双曲模型的控制器 ;然后通过 L MI方法设计该控制器 ,以保证系统在正常状

况和执行器出现故障时都是渐近稳定的 ,并通过求解一个基于 L MI的优化问题 ,得到最优的控制器增益矩阵 ,使得

保性能指标的上界最小.仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract : A reliable guaranteed cost control problem based on fuzzy hyperbolic model ( F HM) with actuator fault s is

proposed. An F HM is employed to represent a class of discrete2time nonlinear systems and the controller based on

F HM is established. The controller obtained in terms of linear matrix inequality (L MI) can guarantee the stability of

the closed2loop system in the normal and actuator fault cases. Furthermore , an optimal controller gain matrix is

obtained solving an L MI optimization procedure , which can minimize a bound on guaranteed cost . Finally , simulation

result s show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　可靠控制是将系统部件可能发生的故障考虑在

控制器设计过程中 ,使所设计的控制系统无论是否

出现故障都能保持一定的性能指标.由于元器件质

量、环境变化等各种因素 ,执行器和传感器失效是实

际系统经常遇到的问题.近年来 ,针对线性系统可靠

控制问题的研究取得了许多成果[123 ] ,例如代数

Riccati 方程法[1 ]和线性矩阵不等式 (L MI) 法[ 2 ,3 ]

等.针对非线性系统的可靠控制问题的研究也取得

了一些成果[4 ,5 ] ,其中文献 [ 4 ]扩展了文献 [ 1 ]的结

果.文献[ 5 ]使用 T2S模糊模型表示一类非线性系

统 ,并给出了可靠保性能模糊控制器的设计方法.

　　文献[6 ]提出一种新型模糊模型———模糊双曲

模型 ( F HM) ,它可用来描述一个未知非线性系统.

文献 [ 7 ,8 ]已证明 F HM 具有一致逼近能力.文献

[9211 ]在文献 [ 6 ]的基础上给出了基于 F HM 的一

类稳定的模糊控制器设计方法 ,但其结果只限于连

续时间域的情况.本文针对具有执行器故障的模型 ,

研究了一类离散非线性系统的可靠保性能控制器的

设计方法.

2　模糊双曲模型
　　定义 1　已知一个非线性系统由 n个输入变量

x ( t) = ( x1 ( t) , x2 ( t) , ⋯, x n ( t) ) T 和 n个输出变量

x ( t + 1) = ( x1 ( t + 1) , x2 ( t + 1) , ⋯, x n ( t + 1) ) T组

成.如果用来描述系统的模糊规则基满足以下的条

件 ,则称这组模糊规则基为模糊双曲模型的规则基 :

　　1) 对于每一个输出变量 x r ( t + 1) , r = 1 , ⋯, n ,

第 k条规则的形式为

Rk : If x1 is Fx1 , x2 is Fx2 , ⋯,and x n is Fx n
,

　　　 Then x r ( t + 1) =±Cr
Fx 1 ±Cr

Fx 2 + ⋯±Cr
Fx n

,
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k = 1 ,2 , ⋯,2n . (1)

其中 : Fx i
( i = 1 , ⋯, n) 是与 x i 对应的模糊子集 ,包

括正 ( P) 和负 (N) 两个语言值 , ±Cr
Fx i
为与 F x i
对应

的 2 n个实常数.

　　2) 常数项 ±Cr
Fx i
与 F x i
是一一对应的 ,即如果

在 If 部分包括 Fx i
, 则在 Then 部分应对应包括

±Cr
Fx i

;反之 ,如果在 If 部分不包括 Cr
Fx i

,则在 Then

部分也应不包括 Cr
Fx i

.如果 Fx i
项所描述的语言值是

正 ( P) ,则 + Cr
Fx i
出现在 Then部分 ;如果 Fx i

项所描

述的语言值是负 (N) ,则 - Cr
Fx i
出现在 Then部分.

　　3) 此模糊规则基共有 2n条模糊规则 ,即在 If部

分模糊变量包括所有可能的正 ( P) ,负 (N) 组合.

　　为表达简便 ,设 Cr
Pi = + Cr

Fx i
, Cr

N i = - Cr
Fx i

.

　　引理 1　给定 n组模糊双曲模型的规则基 ,如

果定义输入变量对应的模糊集合 P和N的隶属函数

为

μP ( x i ) = e
- 1

2 ( x i - l i
) 2

,μN ( x i ) = e
- 1

2 ( x i + l i
) 2

, (2)

式中 l i为常数 ,则应用单点模糊器、乘机推理机和中

心平均反模糊器 ,可以得到

x r ( t + 1) = ∑
n

i = 1

Cr
Pi e l i x i + Cr

N i e - l i x i

e l i x i + e - l i x i
=

∑
n

i = 1

p i + ∑
n

i = 1

qi
e l i x i - e - l i x i

e l i x i + e - l i x i
=

∑
n

i = 1
p i + ∑

n

i = 1
qi tanh ( l i x i ) .

其中 : p i =
Cr

Pi + Cr
N i

2
, qi =

Cr
Pi - Cr

N i

2
. 所以 ,整个系

统的模型可表示为

x ( t + 1) = p + A tanh ( L x ( t) ) . (3)

式中 : p是常向量 , A是常矩阵 , L = diag ( l1 , ⋯, ln) ,

tanh ( L x ) = tanh ( l1 x1 ) , ⋯, tanh ( ln x n) T .

　　称式 (3) 为模糊双曲模型 ( F HM) .

　　如果取 Cr
Pi和 C r

N i互为相反数 ,那么可得到如下

的齐次 F HM :

x ( t + 1) = A tanh ( L x ( t) ) . (4)

　　模糊双曲模型具有以下优点 :

　　1) 模糊双曲模型集合是 T2S模糊模型集合的

一个真子集.模糊双曲模型能够逼近定义在致密集

上的非线性函数 ,是一种全局模型 ,因此可根据此模

型来逼近未知的非线性系统.

　　2) 模糊双曲模型将传统的模糊模型的结构辨

识问题化简为确定对应的模糊变量个数问题 ,辨识

的复杂性大大降低 ,辨识参数的个数较少.

　　3) 与其他的模糊模型相比 ,模糊双曲模型更适

合于有限多变量非线性系统的逼近.

　　4) 模糊双曲模型也是一种递归神经网络模型 ,

可通过神经网络强大的学习功能来获取模型参数.

3　变换模糊双曲模型及可靠控制器的设计
　　若考虑控制输入 ,则模糊双曲模型的数学表达

式为

x ( t + 1) = A tanh ( L x ( t) ) + B u ( t) . (5)

其中

x ( t) = ( x1 ( t) , ⋯, x n ( t) ) T ∈Rn ,

L = diag ( l1 , ⋯, ln) ,

u( t) = ( u1 ( t) , ⋯, um ( t) ) T ∈Rm ,

A 和 B 是适当维数的常矩阵.

　　从式 (1) 中 ,可以得到如下结论 :

　　1) 因为 tanh ( x i ) = x i -
x3

i

3
+

2 x5
i

15
- ⋯,所以当

| x i ( t) | , i = 1 , ⋯, n ,的值很小时 , F HM 可以近似

为线性模型 x ( t + 1) ≈ AL x ( t) + B u ( t) ;

　　2) 函数 tanh (·) 满足 Πa , b ∈R , | tanh ( a) +

tanh ( b) | ≤| a + b | ,这说明函数 tanh (·) 是一类奇

函数 ,并满足 1 - Lip schitz条件 ;

　　3) 如果对式 (5) 进行坐标变换 ,例如令 �x i =

ei x i ,则会得到一个新的 F HM ,即

�x ( t + 1) = EA tanh ( L E - 1 �x ( t) ) + EB u ( t) ,

这里 E = diag ( e1 , ⋯, en) 是对角常矩阵.

　　可以通过建模时的合理取值或者适当的坐标

变换 ,使得矩阵 L = I ,这样便可得到本文所讨论的

F HM ,即

x ( t + 1) = A tanh ( x ( t) ) + B u ( t) . (6)

同时考虑如下的控制器结构 :

u( t) = Ktanh ( x ( t) ) , (7)

其中 K表示控制器增益矩阵.本文称之为模糊双曲

型控制器 ( F HC) .

　　注 1　因为 u( t) 是 x ( t) 的双曲正切函数 ,所以

对任 意 x ( t) , u( t) 是 一 个 有 界 函 数 , 满 足

‖Ktanh ( x ( t) ) ‖≤‖K‖.由此可知 , F HC是具有

饱和特性的非线性反馈控制器.在实际中 ,对于非线

性状态空间所描述系统 (6) 而言 ,应用 F HC比线性

反馈控制器更加合理.

　　为了研究在执行器失效情况下的可靠控制器

的设计 ,首先应建立故障模型.假设μF ( t) 为故障发

生后的控制输入向量 ,则执行器故障模型可以表示

为[5 ]

uF ( t) =ωN u ( t) , N = 0 ,1 , ⋯, nf , nf ≤2m - 1 ,

(8)

其中ωN 被称为比例因子 ,并且满足

ωN ∈Ω = {ωN = diag (ωN1 , ⋯,ωNm ) ,

ωN j = 0 or 1 , j = 1 , ⋯, m} . (9)

显然 ,当ωN j = 0时 ,故障模型 (8) 中对应的第 j个执
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行器出现故障 ;当ωN j = 1时 ,对应的第 j 个执行器

工作正常.如果ωN = I ,则表示所有的执行器工作

正常 ,此时 uF ( t) = u( t) .因此 ,考虑存在执行器故

障情况下 ,闭环系统可表示为

x ( t + 1) = ( A + BωN K) tanh ( x ( t) ) ,

N = 0 ,1 , ⋯, nf . (10)

　　本文的主要目的是设计控制器 (7) ,使得闭环

系统 (10) 对所有的ωN ∈Ω都是渐近稳定的 ,同时满

足保性能指标 J < J 0 . J 被定义为如下形式 :

J = ∑
∞

t = 0

( tanhT ( x ( t) ) Q tanh ( x ( t) ) +

uT
F ( t) Ru F ( t) ) =

∑
∞

t = 0

tanhT ( x ( t) ) [ Q + KTωN RωN K ]tanh ( x ( t) ) .

(11)

其中 : N = 0 ,1 , ⋯, nf , Q和 R是正定对称矩阵 , J 0被

称为保性能指标上界.

　　下面给出必要的定义和引理 :

　　定义 2　当方阵 P = [ p ij ]满足如下条件时 :

1) P > 0 ,2) Πi , p ii ≥∑
j≠i

| pij | ,被称为正定对角占

优矩阵.

　　引理 2[8 ] 　如果 P是正定对角占优矩阵 ,那么

对所有 x ( t) ,下式成立 :

tanhT ( x ( t) ) Ptanh ( x ( t) ) ≤ x T ( t) Px ( t) . (12)

　　下面给出主要结果 :

　　定理 1　当考虑闭环系统 (10) 和保性能指标

(11) 时 ,如果存在矩阵 Q > 0 , R > 0和正定对角占

优矩阵 P ,满足

( A + BωN K) T P( A + BωN K) +

Q + KTωN RωN K - P < 0 , (13)

则闭环系统 (10) 对所有的ωN ∈Ω, N = 0 ,1 , ⋯, nf ,

是渐近稳定的 ,并且保性能指标 (11) 满足

J < J 0 = x T (0) Px (0) , (14)

其中 x (0) 表示初值.

　　证明 　选取 L yap unov函数

V ( t) = x T ( t) Px ( t) ,

则

V ( t + 1) - V ( t) =

tanhT ( x ( t) ) [ ( A + BωN K) T P( A +

BωN K) ]tanh ( x ( t) ) - x T ( t) Px ( t) . (15)

假设条件 (13) 满足 ,并且考虑引理 2 ,有

V ( t + 1) - V ( t) ≤

- tanhT ( x ( t) ) ( Q + KTωN RωN K) tanh ( x ( t) ) .

(16)

显然 ,V ( t + 1) - V ( t) ≤0 ,所以闭环系统 (10) 对所

有的ωN ∈Ω, N = 0 ,1 , ⋯, nf ,是渐近稳定的 ,从而

有 V ( x ( ∞) ) = 0 .把不等式 (16) 从 t = 0到 t = ∞

进行累加 ,得

V ( x ( ∞) ) - V ( x (0) ) =

- V ( x (0) ) = - x T (0) Px (0) = - J 0 ≤

- ∑
∞

t = 0
tanhT ( x ( t) ) [ Q + KTωN RωN K ]tanh ( x ( t) ) .

(17)

可见式 (17) 保证了式 (14) 成立.

　　在定理 1中 ,条件 (13) 并不是 L MI ,为了求出

控制器增益矩阵 K ,给出如下结果 :

　　定理 2　当考虑系统 (6) 和保性能指标 (11)

时 ,如果存在矩阵 �Q > 0 , �R > 0 , Y = [ y ij ] > 0 , Z =

ZT = [ z ij ]和适当维数的矩阵 S满足如下的 L MIs :

- Y A Y + BωN S 0

3 - Y + �Q S TωN

3 3 - �R
< 0 , N = 0 ,1 , ⋯, nf ,

(18)

z ij ≥0 , Πi ≠ j , (19)

y ij + z ij ≥0 , Π i ≠ j , (20)

y ii - ∑
j≠i

( y ij + 2 z ij ) ≥0 , Πi , (21)

则可靠控制器 (7) 能保证闭环系统 (10) 对所有的

ωN ∈Ω, N = 0 ,1 , ⋯, nf ,是渐近稳定的 ,同时保性

能指标 (11) 满足 J < J 0 ,并且控制器增益矩阵 K =

S Y - 1 .其中 3 表示在对称部分的转置项.

　　证明 　应用 Schur 补引理[12 ] ,定理 1 中的式

(13) 等价于

- P- 1 A + BωN K

3 - P + Q + KTωN RωN K
< 0 , (22)

对上式左边的矩阵分别左乘和右乘矩阵 diag ( I ,

P- 1 ) ,可得式 (22) 等价于

- P- 1 A P - 1 + BωN K P - 1

3
- P- 1 + P- 1 Q P - 1 +

P- 1 KTωN RωN K P - 1

< 0 . (23)

　　记 Y = P- 1 , �Q = YQ Y , S = KY , �R = R - 1 ,并再

次应用 Schur补引理 ,可得式 (23) 等价于式 (18) .此

外 ,从式 (19) ～ (21) 可知

y ii ≥∑
j≠i

( y ij + 2 z ij ) =

∑
j≠i

(| y ij + z ij | +| - z ij | ) ≥∑
j≠i

| y ij | . (24)

式 (24) 保证了矩阵 Y 是正定对角占优的.事实上 ,

式 (19) ～ (21) 对保证 Y是正定对角占优也是必要

条件[13 ] .因此 ,由定理 1可知 ,结论成立. □

　　为了得到更好的保性能指标 ,希望最小化保性

能指标上界 J 0 ,因此给出如下结果 :

961
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　　定理 3　当考虑系统 (6) 和保性能指标 (11)

时 ,如果存在矩阵 �Q > 0 , �R > 0 ,Λ > 0 , Y = [ y ij ] >

0 , Z = ZT = [ z ij ]和适当维数的矩阵 S使得下面的

最优问题有解 :

　　　min t r (Λ) ,

　　　s. t . 1)
- Λ Γ

1
2

3 - Y
< 0 ,

　　　　　2) L MIs (18) ～ (21) , (25)

则可靠控制器 (7) 能保证闭环系统 (10) 对所有的

ωN ∈Ω, N = 0 ,1 , ⋯, nf ,是渐近稳定的 ,同时得到

最小的保性能指标上界 ,并且最优的控制器增益矩

阵 K = S Y - 1 .其中 t r (·) 表示矩阵的迹.

　　证明 　 定义一个新的正定矩阵 Γ =

x (0) x T (0) .因为 t r ( AB ) = t r ( BA ) ,所以

x T (0) Y - 1 x (0) = t r (ΓY - 1 ) = t r (Γ
1
2 Y - 1Γ

1
2 ) .

再引入一个新的矩阵变量Λ,使它满足

Γ
1
2 Y - 1Γ

1
2 <Λ. (26)

由 Schur补引理可知 ,式 (26) 等价于

- Λ Γ
1
2

3 - Y
< 0 . (27)

因此 ,由定理 2可知 ,结论成立. □

4　仿真例子
　　考虑如下的非线性系统[5 ] :

x1 ( t + 1) = x1 ( t) - 0 . 5 x2 ( t) + u1 ( t) ,

x2 ( t + 1) = x2 ( t) - 2sin ( x1 ( t) ) +

　　　　　0 . 5 u1 ( t) + u2 ( t) , (28)

经过辨识和建模过程 ,可以得到它的 F HM如下 :

x ( t + 1) =

1 . 195 3 - 0 . 597 6

- 2 . 146 5 1 . 195 3
tanh ( x ( t) ) +

1 0

0 . 5 1
u( t) . (29)

　　在本例中 ,取初值为 x (0) = [0 . 4　0 . 3 ]T . 可

能的故障为 :ω0 = I ,ω1 = diag (0 ,1) ,ω2 = diag (1 ,

0) ,分别对应于无执行器故障 , u1 ( t)出现故障和

u2 ( t)出现故障 .应用定理3 ,可以设计可靠的保性

能控 制 器 , 并 得 到 控 制 器增 益 矩 阵 K =

- 1 . 444 9 0 . 906 2

2 . 934 6 - 1 . 555 7
和最小的保性能指标上界

J 0 = 0 . 381 7 .图 1～图 3分别显示了在发生不同故

障的情况下 ,系统 (28) 的状态轨迹.由图 1～图 3可

知 ,系统 (28) 对所有的ωN ∈Ω, N = 0 ,1 ,2 ,是渐近

稳定的.

图 1　无故障时系统的状态轨迹

图 2　当 u1 ( t) 出现故障时系统的状态轨迹

图 3　当 u2 ( t) 出现故障时系统的状态轨迹

5　结 　　语
　　针对一类离散非线性系统 ,研究了基于模糊双

曲模型的可靠保性能控制问题.此控制器使得闭环

系统无论是否发生执行器故障仍能保证渐近稳定 ,

并且可以通过求解一个基于 L MI的优化问题 ,得到

最优的控制器增益矩阵 ,同时使得保性能指标的上

界最小.仿真结果表明 ,本文提出的方法是有效的.
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