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基于 Moore 2Spence扩展系统鞍结分岔点的降阶新算法
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(东北大学 系统科学研究所 , 沈阳 110004)

摘　要 : 为了克服 Moore2Spence系统的计算复杂性 ,通过引入辅助方程形成扩展的 Moore2Spence系统 ,得到一种求

解 Moore2Spence扩展系统的矩阵降阶新算法.该算法可大幅度降低系数矩阵的阶数 ,解决了 Moore2Spence方程高

维数求解的困难.算例仿真结果表明 ,该方法对于求解微分代数电力系统模型的鞍结分岔点是行之有效的.
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Extended Moore2Spence system based direct method for computing
saddle2node bifurcation points
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Abstract : To overcome the complexity caused by Moore2Spence system in computation , by int roducing an auxiliary

equation to form an extended Moore2Spence system , an efficient matrix reduction technique is derived. The high

dimensionality of Jacobian matrix can thus be reduced and the complexity involved in matrix factorization can be

simplified. The simulation result s show that the method is efficient and applicable to compute the saddle2node

bifurcation point s of the differential2algebraic power system model.
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1　引　　言
　　20 世纪 70 年代以来 ,非线性动力学问题引起

了众多学者的重视.非线性系统具有独特的现象 ,如

极限环、分岔、混沌等 ,致使研究工作更加复杂.分岔

理论作为一种重要的数学方法 ,是分析非线性系统

的有力工具.所谓分岔是指非线性系统的特性 ,包括

平衡点数目、稳定性、轨道的拓扑结构等在一定参数

值处发生突变 ,不能从一种流连续地变为另一种流.

发生分岔时 ,对应的参数值及状态变量称为分岔点.

在研究电力系统分岔时 ,分析和计算分岔点对

于理解系统的非线性动态特性以及确定系统的临界

状态具有重要作用[1 ,2 ] .鞍结分岔 (SNB)是电力系统

静态分岔的主要研究对象 ,事实证明 , SNB 常常引

起电力系统电压的突然崩溃、系统失稳、低频振荡等

复杂现象[325 ] ,因此研究鞍结分岔有着重要的现实意

义.在鞍结分岔点处 ,非线性微分代数系统的 J acobi

矩阵奇异 ,因而 Newton迭代法将失效.目前对于鞍

结点的求解方法主要有两种 :连续法和直接法.连续

法主要是利用连续潮流从系统初始状态开始追踪潮

流的解曲线 ,直至 PV曲线的拐点 (鼻尖点) ,也就是

鞍结分岔点.连续潮流法的鲁棒性较好 ,但对预测环

节的步长控制要求较为严格 ,而且计算量大 ,难以实

现在线计算[6 ] .直接法从 SNB 的定义出发 ,列出了

满足条件的代数方程组 ,即用决定性系统来计算鞍

结分岔点 ,Moore2Spence方程是最常用的一种决定

性系统[7 ] .决定性系统的 J acobi 矩阵在分岔点处是

非奇异的 ,给定恰当的初值 ,Newton迭代法便可求

出这个决定性系统的解 ,从而精确地确定鞍结分岔

点.

对于大型电力系统而言 ,Moore2Spence方程的

维数很高 ,直接求解计算量很大.为了解决上述问

题 ,文献[ 8 ]对求解鞍结分岔点的特征方程组重新参
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数化 ,将 (2 n + 1) 维的特征方程组降为 ( n + 1) 维 ,

给出了分岔点的测试函数 ,并用连续性方法逐步跟

踪到分岔点.文献[9 ]在此基础上 ,进一步提出潮流

解曲线在 SNB点附近可用二次型曲线来近似描述 ,

利用解曲线上的 2个或 3 个点 ,可近似估计出鞍结

分岔点的位置.

本文针对 Moore2Spence 方程提出一种矩阵降

阶方法.该算法的关键在于通过引入辅助变量和辅

助方程 ,将 Newton迭代法中的高维线性方程组简

化为两个小规模的方程组 ,以此实现对原方程组的

简化求解 ,它具有计算量小、计算速度快、容易在程

序中实现的优点.实例仿真表明 ,本文提出的算法对

于计算鞍结分岔点是有效而可行的.

2　数学基础
　　一般的电力系统可表示为参数化 DA E ,即

Ûx = f ( x , y ,λ) , 0 = g ( x , y ,λ) . (1)

其中 : f : Rn+ m+ p →Rn , g : Rn+ m+ p →Rm ; x ∈Rn , y ∈

Rm ,λ∈R p ; x是描述各种元件动态行为的微分状态

变量 ,如发电机功角或角速度、负荷电压幅值或相角

等 ; y是代数状态变量 ,可表示母线电压 ;λ是时不变

的控制参数 ,可表示负荷无功或有功.

DA E在化工、航天[10 ]、生物医学[11 ]、力学等领

域具有广泛的应用.在不同的背景下 ,式 (1) 有着不

同的含义. 如果 D y g 可逆 ,则可得平衡解集 E和

J acobi矩阵 J 分别为

E = { ( x , y ,λ) ∈Rn+ m+ p | f ( x , y ,λ) = 0 ,

　 　g ( x , y ,λ) = 0} , (2)

J = D x f - ( D y f ) ( D y g) - 1 ( D x g) . (3)

其中 D x 和 D y 分别表示对 x 和 y 的偏导数.

2 . 1　鞍结分岔[12 ]

鞍结分岔又称折叠分岔 ,是电力系统静态分岔

分析中主要的研究对象. SNB是指系统的 J acobi矩

阵的实特征值由负变正而出现的分岔 ,在 SNB点必

有一零特征值.在二维情况下 ,一个是鞍点 ,另一个

是结点 ,故得其名.零特征值对应的右特征向量表明

系统在状态空间中的演变方向 ,左特征向量表明各

状态变量对零特征值的影响程度.这里给出 SNB定

理 ,用于说明判断鞍结分岔点的条件.

定理1 [12 ] 　当DA E (1) 满足 det ( D y g) ≠0时 ,

由隐函数定理知 ,存在唯一的映射 f R ,使系统可降

阶成微分系统Ûx = f R ( X ,λ) , X = ( x , y) .如果系统

满足下列横截条件 :

1) J acobi矩阵

D x f R = D x f - ( D y f ) ( D y g) - 1 ( D x g)

有一个简单零特征值 ,其对应的左特征向量为 w ,右

特征向量为 v ,且其他特征值都有非零的实部 ;

2) w T ( Dλf R ) = w T [ Dλf - ( D y f ) ( D y g) - 1 ×

( Dλg) ] ≠0 ;

3) w T [ D2
x f R ( v , v) ] ≠0 .

则系统 (1) 发生了鞍结分岔 ,满足条件的点称为鞍

结分岔点.

2 . 2　平衡解流形

当 DA E(1) 发生鞍结分岔时 ,矩阵 J 在 SNB点

必有一零特征值. 文献 [13 ] 据此构造了如下

Moore2Spence系统 ,通过解此方程组可获得 SNB

点.

f ( x , y ,λ) = 0 , g ( x , y ,λ) = 0 ,

A v = 0 , vT v - 1 = 0 .
(4)

其中 : A =
f x f y

gx g y

为式 (1) 的增广 J acobi矩阵 ; v

=
vn

vm

∈Rn+ m 为与零特征值对应的右特征向量 ,

前 n个分量记为 v n ,后 m个分量记为 v m .

式 (4) 的含义很明确 :前两个方程为分岔点应

满足的潮流方程 ,即平衡点方程 ;由 Schur 公式 ,如

果 gy 可逆 ,则据第 3个方程可推导出增广 J acobi矩

阵 A 在分岔点处有一零特征值 ;第 4个方程是对特

征向量 v的规范化.

Moore2Spence 系统给出了直接计算鞍结分岔

点的途径.当用 Newton迭代法求解式 (4) 时 ,每一

步迭代需要求解下列方程组 :

f x f y fλ 0

gx g y gλ 0

A x v A y v Aλv A

0 0 0 vT

Δx

Δy

Δλ

Δv

=

-

f ( x , y ,λ)

g ( x , y ,λ)

A v

vT v - 1

. (5)

　　需要指出的是 ,式 (5) 的系数矩阵是 (2 n + 2 m +

1) ×(2 n + 2 m + 1) 阶矩阵.对于具有 N个节点的大

型电力系统 ,考虑到每个节点的有功和无功平衡方

程个数 ,该系数矩阵的规模可达 (4 n + 4 m + 1) ×(4 n

+ 4 m + 1) 阶 ,因此求解式 (5) 的计算量很大.为此 ,

本文提出一种有效的矩阵降阶方法 ,克服了式 (5)

高维求解的困难.

3　方法描述
3. 1　建立 Moore2Spence扩展系统

引入辅助变量α和辅助方程 v T
n x + vT

m y -α= 0 ,

将其插入式 (4) ,得到扩展的 Moore2Spence 系统如

下 :
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f ( x , y ,λ) = 0 , g ( x , y ,λ) = 0 ,

vT
n x + vT

m y - α = 0 ,

A v = 0 , vT v - 1 = 0 .

(6)

很明显 ,式 (6) 与式 (5) 具有相同的解 ( x , y ,λ, v) .采

用 Newton法求解式 (6) 时 ,其线性化方程组为

f x f y fλ 0 0

gx g y gλ 0 0

vT
n v T

m 0 0 - 1

A x v A y v Aλv A 0

0 0 0 vT 0

Δx

Δy

Δλ

Δv

Δα

=

-

f ( x , y ,λ)

g ( x , y ,λ)

vT
n x + vT

m y - α

A v

vT v - 1

. (7)

式 (7) 可进一步化成

f x f y fλ 0 0

gx g y gλ 0 0

vT
n v T

m 0 0 0

A x v A y v Aλv A [ fλ　gλ]T

0 0 0 vT 0

Δx

Δy

Δλ

Δv

Δα

-

0

0

1

[ fλ　gλ]T

0

Δα = -

f ( x , y ,λ)

g ( x , y ,λ)

vT
n x + vT

m y - α

A v

vT v - 1

. (8)

　　为方便起见 ,记

M =

f x f y fλ

gx g y gλ

vT
n v T

m 0

=
A [ fλ　gλ]T

vT 0
, (9)

N =
A x v A y v Aλv

0 0 0
. (10)

则式 (8) 可分解成下列两个矩阵方程组 :

　M

Δx

Δy

Δλ

+

0

0

- 1

Δα = -

f ( x , y ,λ)

g ( x , y ,λ)

vT
n x + vT

m y - α

, (11)

　M
Δv

Δα
+ N

Δx

Δy

Δλ

-
[ fλ　gλ]T

0
Δα =

　 -
A v

vT v - 1
. (12)

由式 (11) 和 (12) 可知 ,如果矩阵 M是非奇异的 ,只

要求出辅助变量Δα,则Δx ,Δy ,Δλ便可从式 (11) 中

解得.因此 ,矩阵 M 的非奇异性及能否求得辅助变

量Δα,便成为式 (7) 中高阶系数矩阵能否降为低阶

分块矩阵 M和 N 的关键.

3 . 2　矩阵降阶算法的描述

定理 2　矩阵 M在鞍结分岔点处是非奇异的.

证明 　假设以 M为系数矩阵的方程组为

f x f y fλ

gx g y gλ

vT
n v T

m 0

p

q

r

=

0

0

0

. (13)

其中 : p ∈Rn , q ∈Rm , r ∈R p .如果能证明式 (13) 只

有零解 ,则定理得证.式 (13) 的第 1个和第 2个方程

为

f x p + f y q + fλr = 0 , (14)

gx p + gy q + gλr = 0 . (15)

由于 gy 可逆 ,从式 (15) 可求得 q = - g- 1
y ( gx p +

gλr) .代入式 (14) ,得

f x p - f y g - 1
y g x p - f y g - 1

y gλr + fλr = 0 .

由式 (2) 和定理 1的条件可知 ,上式即为

J p + ( Dλf R ) r = 0 . (16)

欲使式 (16) 成立 ,则必有 p = r = 0 . 将其代入式

(13) 的第 3个方程 ,即可得到 q = 0 . □

当矩阵 M非奇异时 ,由式 (11) 可解得

Δx

Δy

Δλ

=

ux

uy

uλ

+

w x

w y

wλ

Δα. (17)

其中 : ux , w x ∈Rn , uy , w y ∈Rm , uλ , wλ ∈R p是下列

方程组的解 :

ux

uy

uλ

= - M - 1

f ( x , y ,λ)

g ( x , y ,λ)

vT
n x + vT

m y - α

, (18)

w x

w y

wλ

= M - 1

0

0

1

. (19)

式 (17) 代入式 (12) ,得

Δv

Δα
=

uv

uα
+

w v

wα
Δα. (20)

其中 : uv , w v ∈Rn+ m 和 uα , wα ∈R是下列方程组的

解 :

uv

uα
= - M - 1 N

ux

uy

uλ

- M - 1
A v

vT v - 1
, (21)

w v

wα
= M - 1

[ fλ　gλ]T

0
- M - 1 N

w x

w y

wλ

. (22)

由式 (20) 可解出辅助变量
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Δα =
uα

1 - wα
. (23)

式 (23) 代入式 (17) 和 (20) ,便可求解得到Δx ,Δy ,

Δλ,Δv.

以上分析过程在每一步迭代中 ,只需分解 ( n +

m + 1) × ( n + m + 1) 阶矩阵 M , 它比原

Moore2Spence系统 (2 n + 2 m + 1) ×(2 n + 2 m + 1)

阶 J acobi矩阵规模要小得多 ,这对于提高大型电力

系统分岔点的计算效率是很重要的.

4　电力系统潮流方程鞍结点的计算
　　在电力系统电压稳定性分析中 ,首先追踪给出

的系统模型在参数变化时的平衡解曲线 ,称为解的

延拓.对于含有 N 个节点的电力系统 ,其单参数追

踪潮流方程的数学模型可表示为

P(V ,θ,λ) = 0 , Q(V ,θ,λ) = 0 . (24)

其中 :V ∈RN 和θ∈RN 分别表示节点电压和相角 ;

λ∈R是可变参数 ; P , Q ∈RN 表示负荷有功和无功

潮流方程 ,它们是节点电压和相角的函数.

式 (24) 是各种电力系统模型潮流追踪问题的

统一表达形式.在鞍结分岔点处 ,与零特征值对应的

右特征向量 u满足

PV Pθ

QV Qθ

uP

uQ

= 0 . (25)

其中 : uP , uQ ∈RN 为与 J acobi矩阵的有功和无功部

分对应的子特征向量 ,表明分岔点处 J acobi 矩阵是

奇异的.为了得到唯一的特征向量 ,要求

uT
P u P + uT

Q uQ = 1 . (26)

　　式 (24) ～ (26) 构成了决定电力系统鞍结分岔

点的 Moore2Spence系统.按照 3 . 2节的矩阵降阶算

法求解方程组 ,便可得到系统的鞍结分岔点.

5　算例分析
　　本节对一简单电压稳定系统的微分代数模型 ,

利用第 3节 Moore2Spence扩展方程的矩阵降阶法 ,

直接求得系统发生鞍结分岔时的参数值.所研究系

统为一台发电机通过输电线路对一负荷供电 ,如图

1所示 ,图中控制装置是励磁控制器. 该系统是

Zaborsky研究组在分析电压稳定中分岔现象的主

要研究对象[14 ] .

图 1　电路系统示意

系统微分代数方程为

ÛE′=
1

T′d0
( x + x d

x′
E′+

　 　 x d - x′d
x′

E2 + X′Q
E′

+ Ef d ) ,

ÛE f d =

1
T { - ( Ef d - E0

f d ) -

k[
1
E

( x P) 2 + ( xQ + E2 ) 2 - Er ]} ,

0 = E′2 E2 - ( x′P) 2 - ( x′Q + E2 ) 2 .

(27)

系统各变量的含义及上述方程的推导可参阅文献

[14 ].其中各参数的初值如下 :

T′d0 = 5 . 0 , E0
f d = 1 . 6 , Er = 1 . 0 ,

x d = 1 . 2 , x′d = 0 . 2 , T = 1 . 2 ,

x = 0 . 1 , k = 7 . 5 , P = 0 . 7 .

选取负荷的有功 P作为可变参数 ,且在有功功率 P

变化过程中 ,负荷的无功与有功的比值 Q/ P = 0 . 5

保持不变.利用 3 . 2节的矩阵降阶法求解系统 (27)

的 Moore2Spence扩展方程 ,可直接得到系统发生鞍

结分岔时的参数值为 1 . 366 .利用 Matlab作图追踪

计算方程 (27) 的解曲线随可变参数 P的变化情况 ,

结果如图 2所示.

图 2　系统( 27) 的平衡解曲线

由图 2可见 ,求解 Moore2Spence扩展方程所得

结果与作图结果完全一致 ,数值仿真证实了本文所

提出方法对于求解微分代数电力系统模型鞍结分岔

点的有效性.

6　结 　　论
　　对于电力系统模型 ,鞍结分岔是引起电压失稳

的重要原因之一.本文通过引入辅助变量和辅助方

程 ,建立了 Moore2Spence 扩展方程 ,针对 Moore2
Spence方程提出了矩阵降阶新算法.即将 Newton

迭代法中高维线性方程组简化为两个小规模的方程

组 ,以便求得鞍结分岔点.该方法解决了潮流方程

J acobi矩阵奇异的问题 ,克服了 Moore2Spence系统

高维求解的困难 ,并且计算量小 ,计算速度快.对于

大型电力系统求解鞍结分岔点 ,该降阶技术是一种

简单、快速且行之有效的方法.
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